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Este trabajo se enmarca dentro de los
denominados  p rob lemas  de
localización, cuyo objetivo es la
determinación de la ubicación óptima,
dentro de una región dada, para
instalar un centro de servicios que
afectará de una u otra forma a un
conjunto de núcleos de población.
A partir de la segunda mitad del siglo
XX y como consecuencia de la
Revolución Industrial, empezaron a
proliferar centros de servicio o de
almacenamiento que, aún siendo
imprescindibles, pueden tener
consecuencias negativas para la salud
o el medio ambiente. Como ejemplos
actuales, podemos citar como centros
de este tipo a las centrales nucleares,
cementerios de residuos tóxicos o
radioactivos, fábricas contaminantes
ambiental o acústicamente, plantas
de tratamiento de desechos de centros
urbanos (vertederos), o incluso
cualquier otro tipo de instalaciones
que generan un rechazo colectivo
(justificado o no) en las poblaciones
colindantes tan pronto como son
conocedoras de su posible ubicación
(cárceles, centros para el tratamiento
y rehabi l i tación de personas
drogodepend ientes ,  . . . ) .  La
determinación de la ubicación óptima
para instalar un centro de este tipo
dota a estos problemas de una
marcada componente social o
medioambiental.
El modelo que aquí proponemos
permite abordar, a través de una teoría
unificada, una amplia familia de
problemas de localización de centros
no deseados, determinando un
conjunto de posibles ubicaciones
dentro del cual podemos garantizar
que existe la solución para todos y
cada uno de los problemas que
nuestro modelo admite. Además, es
suficientemente flexible permitiendo
así una mayor precisión en el
modelado, tanto del tejido social como
del impacto medioambiental, en cada
caso concreto.
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Prólogo

En esta ocasión, el Consejo Económico y Social de Andalucía ha considerado la
inclusión, dentro de su colección Premio de Investigación, de esta publicación
con el marcado carácter lógico-deductivo propio de la Ciencia Matemática.

El contenido de este trabajo se enmarca dentro de la Teoría de la
Localización desde la que se trata de determinar, dentro de una región de refe-
rencia, la ubicación óptima para la instalación de centros que proporcionen ser-
vicios o beneficios a los usuarios. El estudio de los problemas de localización de
centros de servicios que son deseados por los usuarios, y que estos prefieren
tenerlos lo más cerca posible, como ocurre con escuelas, centros hospitalarios,
centros comerciales, etc, ha acaparado la atención de matemáticos, economis-
tas, geógrafos e ingenieros de todo el mundo desde hace más de cincuenta
años.

Por otra parte, hay otro tipo de centros de servicios que está siendo
cada vez más demandado por nuestro actual estilo de vida y que, sin embargo,
puede tener efectos adversos sobre las personas que viven cerca de ellos por-
que producen contaminación atmosférica, acústica o, simplemente, por consti-
tuir un riesgo potencial para la calidad de vida de los individuos. Así sucede, por
ejemplo, con los vertederos de residuos sólidos urbanos, industrias químicas,
centrales nucleares, plantas de tratamiento de aguas residuales o de residuos
industriales, depósitos radiactivos, centros penitenciarios, etc. Las poblaciones
afectadas suelen oponerse a que dichos centros se instalen en sus proximidades
y los prefieren lo más alejado posible.

Puesto que debemos respetar los límites de la región de referencia fija-
da dentro de la cual tenemos que instalar estos servicios, es interesante estable-
cer criterios y procedimientos que permitan determinar los lugares más adecua-
dos, de la forma más razonable e imparcial posible, y que además, tengan en
cuenta las diferentes preferencias, sensibilidades y usos que las distintas poblacio-
nes consideradas harán de dicho servicio, pudiendo así lograr un equilibrio justo
entre las ventajas y los inconvenientes que afectarán a cada una de ellas.
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En la Tesis Doctoral del profesor Carlos Guerrero García, realizada en
el Departamento de Matemática Aplicada de la Universidad de Málaga, que se
hizo merecedora, en mayo del 2005, de la calificación de sobresaliente cum
laude por unanimidad y que aquí se publica, se aborda el problema de la loca-
lización de estos últimos tipos de centros desde un modelo matemático general
que permite, tanto la diferenciación de cada una de las poblaciones considera-
das, como la utilización, tanto de la práctica totalidad de los criterios clásicos,
como de otros muchos que pueden ser de utilidad.

Es evidente que el grado de molestia que debe soportar cada una de
las poblaciones afectadas está íntimamente relacionado con la distancia que las
separa del centro no deseado a instalar, pero además, la forma en la que el efec-
to pernicioso se propaga puede depender de otros aspectos. Por ejemplo, el mal
olor que se desprende de un vertedero se puede ver arrastrado por los vientos
dominantes en la zona. El modelo matemático que aquí se propone también
permite el empleo de diferentes distancias, pudiendo así optar por aquella que
refleje, de la forma más ajustada posible, la realidad del fenómeno a estudiar.

Esta gran versatilidad no impide el tratamiento general de la amplia
familia de problemas que el modelo admite y, en este trabajo, se construye un
conjunto dentro del cual podemos afirmar que se encuentra la solución a todos
y cada uno de tales problemas de localización de centros no deseados. Este con-
junto, que se establece en términos de equidistancias (o equidistancias ponde-
radas por los pesos) entre las poblaciones consideradas, es finito en el caso de
que utilicemos las distancias usuales (distancia euclídea, elíptica, rectangular,
etc) lo cual nos permite determinar computacionalmente la solución en tiempo
polinomial, por ejemplo, utilizando los sencillos algoritmos que se establecen en
este trabajo, ofreciéndonos una programación eficiente para obtener la respues-
ta en tiempo más que aceptable.

Por último, queremos indicar que este trabajo también permite con-
templar los problemas de localización de centros no deseados, detestables o
peligrosos, como problemas de decisión multicriterio y que el modelo general
propuesto puede ser de gran ayuda a las personas, equipos o instituciones que
tengan que afrontar este tipo de problemas, proporcionando soluciones de
compromiso entre las poblaciones afectadas.

Málaga, marzo de 2007

José Muñoz Pérez
Catedrático de Ciencias de la

Computación e Inteligencia Artificial
Juan José Saameño Rodríguez

Catedrático de Escuela Universitaria 
de Matemática Aplicada
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Introducción

El presente trabajo se enmarca dentro de una de las líneas de Investigación del
Grupo ICAI (Inteligencia Computacional y Análisis de Imágenes) del Plan
Andaluz de Universidades (TIC 163) que dirige el Profesor Dr. D. José Muñoz
Pérez y que integra a Profesores y Becarios de las áreas de conocimiento de
Ciencias de la Computación e Inteligencia Artificial y Matemática Aplicada de la
Universidad de Málaga. Dicho grupo tiene, como líneas de investigación las
siguientes: 

- Neurocomputación. 

- Análisis de Imágenes Digitales. 

- Reconocimiento de Patrones. 

- Aprendizaje Computacional. 

- Análisis de Agrupaciones (Cluster Analysis) y Clasificación. 

- Localización. 

Aunque, en una primera lectura, pudiera dar la impresión de que las
áreas de trabajo sean muy dispares, el trabajo cotidiano nos ha enseñado que
están todas íntimamente ligadas. La puesta en común de los conocimientos,
inquietudes y sugerencias de especialistas en cada uno de los temas, proporcio-
na abundantes frutos, como se observa si nos atenemos a los numerosos resul-
tados que viene acumulando el grupo. 

Los problemas de localización se plantean y se estudian desde el siglo
XVII; grosso modo, estos problemas consisten en buscar la mejor ubicación posi-
ble para instalar un centro de servicios que afecta, o afectará, a determinados
núcleos de población. 
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Si el deseo de cada una de las poblaciones colindantes es que el cen-
tro a ubicar quede lo más cerca posible de ella, hablaremos de problemas de loca-
lización propiamente dichos o problemas de localización de centros deseados. En
el caso contrario, en el que una instalación pueda resultar molesta, perniciosa o
indeseable para los habitantes, nos enfrentamos a un problema de localización
de centros no deseados. Éstos constituyen nuestro marco de trabajo. 

La génesis del problema de localización de centros no deseados es
relativamente reciente; la práctica totalidad de los resultados obtenidos en este
ámbito datan, aproximadamente, de los últimos  años y nacen de la inquietud
que se ha despertado en la sociedad por todo tipo de contaminaciones. En
general, se plantean sobre grafos, sobre redes o sobre espacios continuos (gene-
ralmente, el plano real o una esfera). En este trabajo, abordamos los problemas
que se plantean para el plano real. 

Con la explicación somera que hemos dado acerca de lo que es un
problema de localización de centros no deseados es obvio que, en la práctica,
no existe casi nunca una ubicación óptima desde el punto de vista de todas las
poblaciones receptoras del efecto que produce el centro a instalar, pues cada
una de ellas desearía que se ubicara lo más lejos posible; por lo tanto, se hace
necesario elegir un criterio, lo más objetivo posible, que nos permita discriminar
un lugar respecto de otro. A este respecto, el criterio más extendido en la biblio-
grafía el denominado “maximin”, aunque también se tratan otros problemas
como el “maxisum”, el “ -anticentro”, etc. 

El trabajo que aquí se presenta recoge, como casos particulares, todos
los criterios anteriores y abre la posibilidad de considerar otros nuevos. Así,
siguiendo, entre otros, el trabajo (Muñoz Pérez y Saameño Rodríguez, 1999),
hemos añadido pesos en la formalización del problema y además, nuestro plan-
teamiento permite trabajar con cualquier tipo de norma. Estas incorporaciones no
son gratuitas, ya que la primera de ellas nos permite ponderar daño infringido a
cada población, y la segunda nos ayudará a modelar la posibilidad de que el efec-
to nocivo se propague radialmente con diferentes intensidades en cada dirección. 

Atendiendo a todo esto, la tesis se ha estructurado de la siguiente forma: 

En el primer capítulo se presentan los orígenes del problema de locali-
zación y se recogen algunos resultados y algoritmos de resolución para los pro-
blemas más clásicos. Así, realizamos un rápido recorrido por los dos primeros pro-
blemas de localización conocidos: el problema de Fermat o de Weber y el pro-
blema de Rawls o problema del recubrimiento mínimo, de los que hacemos un
balance histórico y comentamos brevemente los trabajos en los que se abordan
y que, desde nuestro punto de vista, son los más relevantes en la bibliografía. 

En el capítulo segundo, presentamos los problemas clásicos de locali-
zación de centros no deseados y subrayamos la necesidad de establecer criterios
que nos permitan discriminar conjuntos de puntos de una región dada, acaban-
do dicho capítulo con una recopilación del proceso de evolución de estos pro-
blemas y un resumen de los principales trabajos. 

k
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Una primera condición que debe verificar cualquier problema de loca-
lización de centros no deseados es que si un punto está más alejado de otro res-
pecto a todas las poblaciones, el primero será preferible al segundo para ubicar
una instalación de este tipo. Dicho de otra forma, el segundo punto podrá ser
eliminado como posible candidato a solución del problema. Esto, dicho en este
lenguaje común, nos lleva al concepto de dominancia. En el tercer capítulo se
establece formalmente este concepto y se obtiene una primera depuración, con-
duciéndonos a un conjunto de puntos factibles que será, a partir de entonces,
nuestro conjunto de puntos candidatos a solución óptima del problema. 

Los siguientes capítulos constituyen el grueso de aportaciones de este
trabajo. Así, en el cuarto se define un modelo para la localización de centros no
deseados que tiene la virtud de englobar a los modelos existentes en la actuali-
dad y la capacidad de poder considerar otros nuevos que también pueden ser
de utilidad. La ventaja de este enfoque radica, principalmente, en que nos pro-
porcionará una metodología única para abordar todos los problemas de locali-
zación de centros no deseados que se usan habitualmente. Se determina un
conjunto de puntos candidatos a solución, por una parte, mediante la intersec-
ción de la frontera de la región considerada con las mediatrices ponderadas aso-
ciadas a las poblaciones afectadas y, por otra, intersecando entre sí dos de tales
mediatrices. En estas condiciones, se concluye el capítulo cuatro con un estudio
genérico de la naturaleza de ellas para cualquier norma. 

Cuando restringimos el conjunto de normas utilizadas, a las normas
estrictamente convexas, cosa que hacemos en el capítulo cinco, se llega a la con-
clusión de que no hay más puntos candidatos a una solución óptima que los que
se determinaron en el capítulo anterior; es decir, se caracteriza el conjunto de pun-
tos candidatos a solución como el conjunto , donde es el conjunto
de vértices del polígono dado, es el conjunto de puntos de la frontera del polí-
gono que equidistan de forma ponderada de dos poblaciones y es el conjunto
de puntos interiores al polígono que equidistan de forma ponderada de dos pares
diferentes de poblaciones. Así, para un criterio concreto (por ejemplo, el “maxi-
min”) podemos llegar, con relativa facilidad,a los resultados que ya son conocidos. 

En el sexto capítulo, a modo de ejemplo, hemos desarrollado un estu-
dio completo cuando trabajamos con una norma específica. Aquí lo hemos
hecho para la norma euclídea, estableciendo que el conjunto es fini-
to y construyendo un algoritmo que, con una complejidad de orden 
siendo el número de poblaciones afectadas, nos lleva a la solución óptima del
problema. La misma metodología seguida en este caso, la podríamos aplicar a
otro tipo de normas, como la 1-norma, normas en las que las curvas de nivel
fuesen elípticas,..., llegándose a resultados equivalentes a éstos.

El trabajo concluye con un capítulo que hemos denominado imple-
mentaciones, en el que se exponen los códigos en MATLAB de las diferentes ruti-
nas que se han ido utilizando, o aparecen mencionadas, tanto en este trabajo
como en la bibliografía que hemos usado en el mismo.

m4

(m4 )O
V ∪ I ∪ E

E
I

VV ∪ I ∪ E
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CAPÍTULO I:

PRIMEROS PASOS EN LA TEORÍA DE LA LOCALIZACIÓN
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CAPÍTULO I: Primeros pasos en la Teoría de la Localización 29 �

Primeros pasos en la Teoría de la Localización

Un problema de localización consiste, esencialmente, en buscar la mejor ubica-
ción dentro de una región, para instalar un centro de servicios que atienda las
demandas de un conjunto de poblaciones, representados tanto unos como
otras, por puntos de cierto espacio de trabajo. 

Como se desprende de esta definición genérica del problema de loca-
lización, dos son los factores a tener en cuenta en primera instancia: 

- ¿Cuáles son los lugares posibles? 

- ¿En base a qué criterio decidimos que una ubicación es mejor que otra? 

La respuesta a la primera de las cuestiones determina el espacio de
trabajo: aunque en ocasiones podemos modelarlo de forma discreta (por ejem-
plo, a través de los nodos de una red o de un grafo), nos vamos a centrar en los
modelos que podemos describir a través de variables continuas (coordenadas),
hablando así de lo que se conoce como problemas de localización continua.
Concretamente, nuestro campo de investigación va a estar centrado en espacios
bidimensionales planos (un circuito integrado, un trozo de papel, o una zona
geográfica no muy extensa). 

En general, en la teoría de la localización también se abordan proble-
mas planteados sobre otros tipos de espacios: en algunas ocasiones bastará con
una única variable para describirlos, como sucedería si estuviésemos interesados
en trabajar sobre una línea (recta, curva o quebrada) como, por ejemplo, un
tramo de autopista, una corriente de agua o una vía férrea; sin embargo, tam-
bién podríamos estar interesados en otros espacios que, sin ser planos, se pue-
den describir a través de dos coordenadas (por ejemplo, regiones esféricas al con-
siderar una zona geográfica muy vasta, un continente o el globo terráqueo al
completo) o incluso trabajar con posiciones en cada una de las posibles plantas
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dentro de un edificio o tener en cuenta lugares bajo el agua o en el aire y, por
tanto, necesitaríamos una variable más para indicar la altura o la profundidad.

Si bien en el caso discreto podemos enumerar todos los lugares posi-
bles, no sucede así en el caso de la localización en espacios continuos, donde lo
único que podemos afirmar es que los candidatos a ser una localización óptima
estarán en el espacio de trabajo y nuestra labor consiste en intentar ponerlos de
relieve. De esta forma, los modelos de localización en espacios continuos actúan
como “generadores de puntos” y nos conducirán a problemas con una fuerte
componente geométrica. 

En principio, podría suceder que la región objeto de nuestro estudio
no conlleve ninguna restricción sobre el espacio de trabajo. Sin embargo, si la
naturaleza de nuestro problema es geográfica, suele ser frecuente que la región
de referencia venga descrita como el interior de una región poligonal cuyo
borde está determinado por una colección de puntos consecutivos unidos por
segmentos. En otros casos la región puede ser mucho más complicada, sobre
todo si entran en juego aspectos técnicos, económicos o políticos. 

La segunda cuestión a estudiar, en la que fijamos un criterio para eva-
luar cada posible ubicación, pasa por especificar nuestro objetivo. Para los
modelos con los que vamos a trabajar, será siempre el de localizar aquellas ubi-
caciones que no puedan ser mejoradas. Por tanto, nuestros modelos intentarán
siempre minimizar algún coste o algún perjuicio y/o maximizar ganancias o
algún beneficio. 

Este objetivo puede venir especificado a través de uno o varios crite-
rios. El caso de un único criterio, nos conduce a los problemas clásicos de encon-
trar un máximo o un mínimo de alguna función de las variables que describen
nuestro espacio. Sin embargo, cuando nuestro interés se centra en varios crite-
rios, la forma más extendida de abordar estos problemas pasa por determinar
todos los puntos eficientes o no dominados. 

En general, lo que distingue a una posible ubicación de otra es la posi-
ción relativa a un conjunto de puntos dados, y una de las formas más básicas de
diferenciarla es a través de la distancia. Aunque esta distancia dependerá del
problema que estemos intentando abordar y de la forma de modelarlo, nos res-
tringiremos a la utilización de distancias que provienen de normas. En particu-
lar, podemos modelar los problemas más clásicos relacionados con los de la geo-
metría euclídea en el plano, en los que la distancia utilizada es la que proviene
de la norma (si ) 

Algunos problemas nos conducirán a modelos “atractivos” en los que
nuestro interés radica en hacer mínima las distancias a una colección de puntos
dados. Por el contrario, otros problemas nos pueden conducir a modelos “repul-
sivos”, en los que nos interesará hacer máximas esas distancias. Incluso, algu-
nos problemas nos conducirán a modelos mixtos, en los que nuestro objetivo
puede tener componentes “atractivas” y “repulsivas” a la vez. 

(x, y)∈�2 ,|| (x, y) ||
2
= x2 + y2|| ⋅ ||

2
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1.1. Un primer problema de localización: el problema de Weber

En la Teoría de la Localización el problema más clásico y conocido es el proble-
ma de Weber, con una larga y enrevesada historia. Aunque pueda parecer extre-
madamente simple, tiene tantos puntos de vista y generalizaciones que ha dado
lugar a numerosos trabajos desde el siglo XVII hasta nuestros días (podemos
encontrar un recorrido histórico del problema en (Love et al., 1988), (Francis et
al., 1992) y (Wesolowsky, 1993)). No es fácil ponerse de acuerdo en su deno-
minación y así, examinando la bibliografía, algunos de los nombres con los que
también se conoce son: el problema de Fermat, de Fermat generalizado, de
Fermat-Torricelli, de Steiner, de Steiner generalizado, de Steiner-Weber, de la
mediana, del centro mediano, minisum, del punto de distancia total mínima, de
la mediana bidimensional o el problema de la mediana en el espacio. 

De entre sus múltiples variantes, quizá la formulación más común sea
la de encontrar un punto que minimice la suma de las distancias ponde-
radas a una colección de puntos dados ai = (ai1,ai2), denotando a los pesos aso-
ciados a cada punto por wi. El ejemplo más sencillo de aplicación de este pro-
blema es el de localizar la mejor ubicación de un almacén entendiendo los pesos
wi como el coste por unidad enviada a los usuarios situados en los puntos fija-
dos (ai1,ai2); así la ubicación es la que minimiza los costes de transpor-
te. En este sentido, se puede entender el punto como la generalización
a dos dimensiones de la mediana unidimensional, y de ahí el nombre de la
“mediana en el espacio”.

Su enunciado analítico es 

siendo d(P,ai) la distancia euclídea entre P y ai, aunque también podemos
encontrárnoslo expresado a través de coordenadas como 

Quién fue el primero que propuso este problema y en qué términos
es algo que quizá nunca sepamos. El problema originalmente podría provenir de
Fermat, Torricelli o Cavalieri, y aunque Viviani y Roberval también trabajaron en
él, parece improbable que fueran estos últimos sus autores. 

En (Kuhn, 1967) se atribuye a Pierre de Fermat (1601–1665) la auto-
ría del problema de la mediana en el espacio al lanzar el siguiente reto:

(x∗, y∗)
(x∗, y∗)

(x∗, y∗)
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min
P

i=1

m

∑ wi ⋅ d(P,ai )
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

min
( x, y )

i=1

m

∑ wi ⋅ (x − ai1)2 + ( y − ai2 )2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
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“Aquel que no esté de acuerdo con mi método, que intente resol-
ver el siguiente problema: dados tres puntos del plano, encontrar un cuarto
punto de tal forma que la suma de las distancias a los tres puntos dados sea
la menor posible.”

Sin embargo, en (Zacharias, 1913) se atribuye a Torricelli su propues-
ta e incluso la presentación de varios métodos para su resolución, como se pue-
den encontrar en (Honsberger, 1973) y (Dorrie, 1965), de ahí que el punto en
cuestión reciba el nombre de “punto de Torricelli”. 

También se suele atribuir, tanto el planteamiento como la resolución del
problema al matemático italiano Battista Cavalieri (1598–1647), quien en su
“Exerciones Geomatricae” de 1647 demuestra que las rectas que unen el punto
de Torricelli de un triángulo, con sus vértices, forman dos a dos ángulos de 120
grados1. En (Melzak, 1983) se comenta que Cavalieri se lo propuso a Fermat y
éste a Torricelli quien volvió a obtener la solución apuntada por el primero de ellos. 

En el siglo XX, el problema y su solución se retomaron para utilizarlos
en casos reales. Alfred Weber (1868–1958) en su libro (Weber, 1909) utilizó la
versión ponderada del problema para tres puntos al buscar la ubicación de una
fábrica que hiciera mínimos los costes de transporte: de los tres puntos, dos de
ellos eran fuentes de materias primas con diferentes pesos y el tercero era un
punto de venta. 

En un apéndice de este libro, Georg
Pick describe un procedimiento geométrico
para encontrar la solución. En él, Pick hace refe-
rencia a “un viejo aparato inventado por
Varignon”, y utiliza la analogía mecánica para
describir el problema y apuntar la solución para
el caso en el que el número de puntos sea
mayor o igual que tres. 

En 1936, el matemático húngaro Endre Vaszonyi Weiszfeld (ahora
conocido como Andrew Vaszonyi) propuso en (Weiszfeld, 1936) un algoritmo
iterativo para encontrar la mediana espacial o el punto minisum en el plano
euclídeo para valores grandes de m y pesos distintos. Puesto que sólo era apro-
piado para la era de los ordenadores, estuvo en desuso hasta finales de los 50 y
principios de los 60: se basa en la utilización de un método de punto fijo obte-
nido al “despejar” convenientemente las coordenadas (x, y) del punto busca-
do del sistema de ecuaciones no lineales que se genera al imponer las condicio-
nes de extremo de primer orden. 

1 Entre las muchas construcciones geométricas existentes, destaquemos la que se puede encontrar en el libro “Doctrine
and Aplication of Fluxions” escrito en 1750 por Thomas Simpson (1710–1761).
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1.2. Algoritmos de resolución para el problema de Weber

1.2.1. El punto de Torricelli

Veamos una solución al problema de Weber sin pesos para tres puntos atribui-
da a Torricelli: unimos los tres puntos dados A, B y C construyendo así un trián-
gulo y dibujamos tres triángulos equiláteros hacia fuera sobre cada uno de sus
lados. Los tres círculos que circunscriban a estos nuevos triángulos se intersecan
en la mediana espacial; este punto T (llamado “punto de Torricelli” o a veces
“punto de Fermat”) se puede demostrar que es la solución del problema de
Weber para tres puntos. El teorema de Napoleón (ver, por ejemplo, (Berger,
1987)) puede servir como base para una posible demostración. 

Tanto esta solución de Torricelli como la siguiente de Simpson, con-
ducen a la solución del problema de Weber cuando el triángulo formado por los
puntos A, B y C no tiene ningún ángulo mayor de 120º; en caso contrario, las
soluciones anteriores caerían fuera del triángulo. En tal caso, la solución al pro-
blema de Weber es el punto inicial correspondiente a dicho ángulo. 

1.2.2. Las rectas de Simpson

Simpson sugirió utilizar los vértices externos de los triángulos equiláteros pro-
puestos por Torricelli, para unirlos con los puntos dados opuestos. Estas rectas,
que se llaman las “rectas de Simpson”, se intersecan en el “punto de Torricelli”. 

CAPÍTULO I: Primeros pasos en la Teoría de la Localización 33 �

A

B

C

T

Figura 1.1. Punto de Torricelli a través de la configuración de Torricelli.
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Entre las muchas rutinas implementadas para MATLAB que aparecen
en este trabajo, tenemos que hacer aquí una mención especial a la denominada
torrcell (presentada en la sección 7.1) que calcula el “punto de Torricelli” en
funciónde las entradas (los puntos A, B y C) utilizando las rectas de Simpson.
Además, en (Martini, 1996) se generaliza este esquema de resolución para el
problema de Weber con pesos, utilizando un procedimiento análogo al ya
comentado, sustituyendo los triángulos equiláteros sobre los lados del triángulo
inicial por triángulos semejantes al determinado por los pesos. De esta forma,
también se ha construido la correspondiente rutina, denominada wtorrcell que
se presenta en la sección 7.2, siguiendo el esquema que allí se propone. 

1.2.3. El problema dual

También podemos remontarnos a los orígenes del problema dual: en la página
47 del “Ladies Diary” o “Woman’s Almanack” de 1755, editado por Thomas
Simpson, aparece el siguiente problema propuesto por Thomas Moss:

“En los tres lados de un campo equiangular se encuentran tres árbo-
les a distancias 10, 12 y 16 entre ellos. Encontrar el contenido del mayor campo
que admiten estos datos.”

del que podemos encontrar dos soluciones en la página 109 el libro “The
Mathematical Questions proposed in the Ladies’ Diary and their original ans-
wers, together with some new solutions, from its commencement in the year
1704 to 1816” recogidas en (Leybourn, 1817), reproducidas, tanto unas como
otras, en las páginas siguientes por el valor histórico que encierran. 
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B

C
T

Figura 3.2. Punto de Torricelli a través de las rectas de Simpson.
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Este problema geométrico aparece de una forma más académica en
la página 384 del volumen I de “Annales de Mathematiques Pures et
Appliques”:

“Dado un triángulo cualquiera, circunscribir a él el mayor triángulo
equilátero posible.”

La solución la podemos encontrar en el Volumen II de (Rochat et al.,
1811): 

“...Así, el mayor triángulo equilátero que circunscribe a un triángulo
tiene sus lados perpendiculares a las rectas que unen los vértices del triángulo
dado con el punto tal que la suma de las distancias a esos vértices es mínima...
De donde se puede deducir que la altura del mayor triángulo equilátero que
circunscribe a un triángulo dado es igual a la suma de las distancias de los vér-
tices del triángulo dado al punto que hace mínima la suma de las distancias.”

Por tanto, este problema es el dual de la versión sin pesos del proble-
ma correspondiente a tres puntos (una historia del problema dual la podemos
encontrar en (Kuhn, 1976), y dos formulaciones independientes en (Witzgall,
1964) y en el propio (Kuhn, 1976)).

A

B

C

T

Figura 1.3. Punto de Torricelli a través del problema dual.
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1.2.4. La máquina de Varignon

Varignon propuso una analogía mecánica que se sigue usando en la actualidad
y proporciona un punto de vista diferente para el problema. Básicamente, con-
siste en un tablero con agujeros en las coordenadas de m puntos dados.
Uniendo m cuerdas con un nudo hacemos pasar cada uno de los m extremos
por cada uno de los agujeros, suspendiendo de ellos pesos en función de las
magnitudes wi. En condiciones ideales (es decir, si no existiesen los efectos nega-
tivos de los rozamientos, las cuerdas fuesen infinitamente finas, los agujeros infi-
nitamente pequeños,…), las coordenadas (x, y) de la posición final del nudo
coincidirían con las del punto buscado. 

Podemos justificar tal coincidencia observando que, si di (x, y) deno-
ta la distancia euclídea entre (x, y) y ai=(ai1, ai2), la primera componente de la
fuerza ejercida por cada uno de los pesos wi es 

con lo que la suma de todas estas componentes da lugar al primer miembro de
la primera de las ecuaciones que generan el algoritmo de Weiszfeld (ver a con-
tinuación) y lo mismo sucede con la segunda componente. 

1.2.5. El algoritmo de Weiszfeld

La técnica más sencilla y más recurrida para resolver el problema de Weber es el
llamado “algoritmo de Weiszfeld”, que se detalla a continuación:

Si consideramos la función

e imponemos la condición de optimalidad de primer orden, obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones no lineales: 
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wi ⋅ (x − ai1)

di (x, y)

W (x, y) =
i=1

m

∑ wi ⋅ (x − ai1)2 + ( y − ai2 )2

∂W (x, y)

∂x
=

i=1

m

∑ wi ⋅ (x − ai1)

(x − ai1)2 + ( y − ai2 )2
= 0
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Como es obvio que W(x, y) es convexa, estas condiciones definen un
mínimo. Sin embargo, es evidente que las derivadas parciales no existen cuan-
do (x, y) coincide con algunos de los puntos dados ai=(ai1, ai2), puesto que se
verifica que 

Además, en general, el sistema no se puede resolver explícitamente
para . 

La solución de este sistema de ecuaciones no lineales se puede obte-
ner utilizando el siguiente método iterativo que, bajo ciertas condiciones, con-
ducen a un punto fijo: 

Así, una vez que tengamos el punto (xk, yk), podemos construir el
siguiente sustituyendo los correspondientes valores en la expresión anterior. La
idea de buscar una ecuación de punto fijo para obtener un método iterativo que
nos conduzca a la solución es bastante conocida en el campo del análisis numé-
rico y pertenece a la clase de procedimientos conocidos como “métodos de
aproximaciones sucesivas unipunto”, puesto que sólo necesitamos el punto
actual para determinar el siguiente. 

El algoritmo de Weiszfeld (implementado a través de la rutina weis
que se presenta en la sección 7.3) tiene sus inconvenientes: el método deja de
funcionar si alguna iteración coincide con alguno de los puntos (ai1, ai2), como
se observa en (Kuhn, 1973) y en (Chandrasekaran y Tamir, 1989). En el primero,
el autor conjetura que, en la generalización de este algoritmo a , el conjun-�n

m > 3
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(x − ai1)2 + ( y − ai2 )2 = 0

xk+1
=

i=1

m

∑ wi ⋅ ai1

(xk − ai1)2 + ( yk − ai2 )2

i=1

m

∑ wi

(xk − ai1)2 + ( yk − ai2 )2

yk+1
=

i=1

m

∑ wi ⋅ ai2

(xk − ai1)2 + ( yk − ai2 )2

i=1

m

∑ wi

(xk − ai1)2 + ( yk − ai2 )2

∂W (x, y)

∂y
=

i=1

m

∑ wi ⋅ ( y − ai2 )

(x − ai1)2 + ( y − ai2 )2
= 0
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to de puntos iniciales para el que el algoritmo de Weiszfeld deja de funcionar es
sólo un conjunto numerable. Sin embargo, en el segundo se comprueba que ese
resultado no es cierto y se imponen condiciones necesarias para que lo sea.
Aunque en (Brimberg, 1995) se establece que esas condiciones son también
suficientes, recientemente se ha puesto de manifiesto en (Canovas et al., 2002)
que uno de los argumentos utilizados por Brimberg en su demostración no es
correcto, con lo que no queda probada la conjetura de Chandrasekaran y Tamir. 

Además, el algoritmo de Weiszfeld puede llegar a ser muy costoso en
tiempo, como se observa si consideramos, por ejemplo, los puntos 

con pesos respectivos (1,1,1,1,4). Aunque el mínimo de W(x, y) se alcanza en
a5, el algoritmo de Weiszfeld, empezando en el punto (50,0), alcanza el punto
(90.4410,0) tras 100.000 iteraciones, el (97.4468,0) tras 200.000 iteraciones, y
tras un millón de iteraciones ni siquiera se alcanza una precisión de 10-4, puesto
que se obtiene el punto (99.999877,0).

A finales de los 60, empezaron a poderse conseguir una gran canti-
dad de algoritmos para la optimización de funciones no lineales, aplicables a la
función W(x, y) que es convexa (como se demuestra en (Love, 1967)), aunque
sus derivadas no existen en los puntos dados. Sin embargo, se sigue utilizando
el algoritmo de Weiszfeld que es simple, elegante y se acerca a la solución en
cada paso (un detallado estudio acerca de este algoritmo se puede encontrar en
(Kuhn y Kuenne, 1962), en (Morris, 1981), en (Brimberg, 1989) o en (Juel y
Love, 1986)). Desde su aparición hasta nuestros días se han propuesto diversas
variantes dirigidas a paliar sus deficiencias y así se puede, por ejemplo, encon-
trar una forma de acelerar su convergencia en (Drezner, 1992), en (Drezner,
1996) o más recientemente en (Brimberg et al., 1998). 

1.3. Un segundo problema de localización: el problema “minimax”

Otro problema clásico es el conocido como el “problema del recubrimiento míni-
mo”, propuesto en una nota en (Sylvester, 1857), que se puede enunciar como
el de encontrar un círculo de centro y de radio mínimo de tal forma
que todo un conjunto inicial de puntos del plano a1, a2, ..., am pertenezcan a él. 

r∗(x∗, y∗)
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Podemos utilizar la solución de este problema para determinar tanto
la ubicación de una sirena como la mínima potencia con la que tenemos que
dotarla para que sea escuchada en todas las poblaciones colindantes. Puesto
que las ondas acústicas se propagan por el aire en línea recta y de forma unifor-
me en todas las direcciones, podemos utilizar la distancia euclídea. Por otra
parte, la calidad de la recepción desciende en función de la distancia, con lo que
el objetivo de cada población es que la sirena se sitúe lo más cerca posible de
ella para poder garantizar que es escuchada con claridad. 

Se puede probar fácilmente que, siendo di(x, y) la distancia euclídea
entre (x, y) y ai=(ai1, ai2), 

y el punto en el que se alcanza dicho mínimo, el menor círculo que no
deja fuera a ninguno de los puntos ai es el de centro y radio , con lo
que la mínima potencia de la que tenemos que dotar al emisor debería ser tal
que sea capaz de salvar la distancia .

También podemos considerar una versión ponderada de este proble-
ma, obteniendo así el de determinar 

para un conjunto de puntos dados , siendo las constantes wi
positivas. Este problema se conoce como el problema de Rawls o problema
“minimax”. 

En (Elzinga y Hearn, 1972) podemos encontrar el siguiente algoritmo
(cuya complejidad es cuadrática respecto al número de puntos) para resolver el
problema “minimax” sin pesos: 

1. Elijamos dos puntos ai y aj

2. Construyamos el círculo cuyo diámetro une ai y aj. Si ese círculo
contiene a todos los puntos, entonces su centro es el punto busca-
do. En caso contrario, elijamos un tercer punto ak fuera de él. 

3. Si el triángulo determinado por ai, aj y ak es rectángulo u obtusán-
gulo, renombremos los puntos opuestos al ángulo recto u obtuso
como ai y aj y volvamos al paso 2. En caso contrario, los tres pun-
tos determinan un triángulo acutángulo. Construyamos el círculo
que pasa por esos tres puntos. Recordemos que el radio r y las

ai ∈�2,i = 1,2,…,m

r∗

r∗(x∗, y∗)
(x∗, y∗)
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r∗ = min
( x, y )

max
i=1,2,…,m

di (x, y){ }

min
( x, y )

max
i=1,2,…,m

wi ⋅ di (x, y){ }
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coordenadas del centro (x, y) de la circunferencia que pasa por los
puntos (x0, y0), (x1, y1) y (x2, y2) lo podemos calcular como

Si este nuevo círculo contiene a todos los puntos, entonces su centro
es el punto buscado. En caso contrario, pasamos al siguiente paso. 

4. Elijamos un punto al que no esté en el círculo y sea b el punto más
lejano de al de entre ai, aj y ak. Consideremos la recta que extien-
de al diámetro que pasa por b y que divide al plano en dos. Sea c
el punto de entre los ai, aj y ak que no está en el mismo semiplano
que al. Con los puntos al, b y c, volvamos al paso 3.

Veamos el siguiente ejemplo en el que lo utilizamos para encontrar el
círculo más pequeño que no deja fuera a la siguiente colección de puntos: 

a1=(-3, 0)

a2=(0, 1)

a3=(7, 0)

a4=(4, 5)

a5=(0, 8)
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Empecemos nuestro
algoritmo eligiendo los puntos a2
y a3. Como se observa en la figu-
ra, el círculo cuyo diámetro une a2
y a3 no contiene a todos los pun-
tos, con lo que elijamos un punto
fuera de él, por ejemplo el a4 y
pasemos al paso 3 del algoritmo.
Puesto que el triángulo determina-
do por a2, a3 y a4 es acutángulo,
utilicemos las igualdades anteriores
para determinar su circuncentro.

Elijamos ahora el punto
a5 que no está en este círculo. El
punto de entre a2, a3 y a4 que está
más alejado de él es a3, por lo
que, siguiendo las indicaciones del
paso 4, hagamos b=a3 y tracemos
la recta que extiende el diámetro
de esta circunferencia que pasa
por b. Puesto que a2 no está en el
mismo semiplano que a5, haga-
mos c=a2 y volvamos al paso 3
con a5, a3 y a2

Puesto que el triángulo
determinado por a5, a3 y a2 no es
acutángulo, intercambiemos los
nombres de a2 y de a5 y volvamos
al paso 2 con los puntos a2 y a3.
No todos los puntos están en el
círculo cuyo diámetro une a2 y a3.
Elijamos como ak el punto a1 y
pasemos al paso 3 con los puntos
a1, a2 y a3
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Esto pone fin al algorit-
mo, puesto que el triángulo deter-
minado por a1, a2 y a3 es acután-
gulo y la circunferencia que pasa
por ellos no deja fuera a ninguno
de los puntos iniciales. 

Así, utilizando las fórmulas anteriormente referidas, podemos afirmar
que el menor círculo que no deja fuera a ninguno de los puntos ai es el de

centro y radio 

Para resolver el correspondiente problema ponderado, podemos
encontrar en (Charalambous, 1982) un algoritmo basado en un procedimiento
recursivo (que en el peor caso y para un número m de puntos concluye tras

hacer comprobaciones) y en el hecho de que si existe un 

subconjunto de 2 o de 3 puntos que es suficiente para determinar la solución.
Ésta se encuentra en el lugar geométrico de los puntos que equidistan ponde-
radamente de dos de los puntos dados. Si los pesos correspondientes a esos dos
puntos son iguales, ese lugar geométrico es la mediatriz correspondiente. Si los
pesos son distintos, es una circunferencia de centro C y radio r siendo 

Para dos puntos a1 y a2 con pesos asociados w1 y w2 respectivamen-
te, la solución se encuentra en el segmento que los une y es el punto 

Para tres puntos a1, a2 y a3 con pesos asociados w1, w2 y w3 respectiva-
mente, o bien está determinada por dos de ellos (siendo la distancia ponderada
entre la solución y el tercero, menor que las otras dos, y pudiéndose determinar
como se ha comentado) o, en caso contrario: 

m ≥ 4
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- Si dos de los pesos son iguales (supongamos que los dos primeros)
la solución está en la intersección de la mediatriz correspondiente a
a1 y a a2 con la circunferencia correspondiente a a1 y a a3 (o con la
correspondiente a a2 y a a3) 

- Si todos los pesos son distintos la solución está en la intersección de
cualquiera de las dos circunferencias correspondientes. 

Así, el algoritmo iterativo propuesto por Charalambous ha sido imple-
mentado en MATLAB a través de la rutina charalam (ver sección 7.4). 

Para resolver la generalización de este problema, cuando se sustituye
la norma euclídea por cualquiera de las normas p (p 1), en (Drezner y
Wesolowsky, 1980b) podemos encontrar un método iterativo heurístico que,
aunque es bastante rápido, no está exento de ciertos problemas de convergen-
cia, como se comenta en el mismo trabajo. 

1.4. Un modelo para problemas de localización de un centro

En general, si queremos instalar un centro que preste servicios a los habitantes
de las poblaciones situadas en los puntos a1, a2, ..., am y si usando ciertas fun-
ciones decrecientes Gi definidas de en podemos medir, a través de

, el grado de satisfacción de la i–ésima población ai cuando el cen-
tro se sitúa en el punto x, entonces el problema de determinar su ubicación ópti-
ma se puede modelar como el de determinar los puntos que maximicen a la vez
todos los valores de . 

Sin embargo, esto no va a ser siempre posible puesto que si pensa-
mos en dos poblaciones, desde el punto de vista de a1 la mejor ubicación será
el propio a1, mientras que para a2, la mejor ubicación es a2. Por esta razón se
suele utilizar una función g que unifique coherentemente las expectativas de
todas las poblaciones en una medida global. Así, este problema se transforma
en el de encontrar los puntos que maximicen 

Una de las políticas más utilizadas es aquella en la que el sentir de la
sociedad al completo es la suma de las expectativas de cada población: la fun-
ción que permite modelarla es 

Gi (|| x − ai ||)

Gi (|| x − ai ||)
��+

≥
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Otra de esas políticas más comunes refleja el sentimiento de la socie-
dad a través de la satisfacción de su población menos satisfecha2. En este caso,
la función que permite modelarla es 

Si el grado de satisfacción de cada población es linealmente decre-
ciente respecto a la distancia de la forma3

siendo , la primera de las políticas anteriores nos conduce al problema de
encontrar los puntos que maximicen 

o equivalentemente, si las constantes i fuesen iguales, al de encontrar los pun-
tos que minimicen 

que es la versión ponderada del problema de Weber, comentado anteriormente. 

Bajo la misma hipótesis de linealidad, la segunda de las políticas trans-
forma nuestro problema en el de encontrar los puntos que maximicen 

o equivalentemente, si las constantes i fuesen iguales, en el de encontrar los
puntos que minimicen 

v

v

wi > 0

g
2
(u

1
,u

2
,…,um ) = min u

1
,u

2
,…,um{ }

Gi (|| x − ai ||) = vi − wi ⋅ || x − ai ||

g
1

G
1
|| x − a

1
||( ),G2

|| x − a
2
||( ),…,Gm || x − am ||( )( ) =

=
i=1

m

∑ vi − wi ⋅ || x − ai ||( )

f
1
|| x − a

1
||,|| x − a

2
||,…,|| x − am ||( ) =

i=1

m

∑ wi ⋅ || x − ai ||( )

g
2

G
1
|| x − a

1
||( ),G2

|| x − a
2
||( ),…,Gm || x − am ||( )( ) =

= min v
1
− w

1
⋅ || x − a

1
||,v

2
− w

2
⋅ || x − a

2
||,…,vm − wm⋅ || x − am ||{ }

2 En concordancia con la idea de que el eslabón más débil es el que determina la fuerza de la cadena.

3 Las constantes vi las podemos interpretar como el grado de satisfacción de cada población cuando el centro se ubique
sobre ella.
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que nos conduce al conocido problema “minimax”, que también ha sido
comentado anteriormente. 
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CAPÍTULO II:

PROBLEMAS DE LOCALIZACIÓN DE UN CENTRO NO
DESEADO
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CAPÍTULO II: Problemas de localización de un centro no deseado 53 �

Problemas de localización de un centro no deseado

Al contrario de los problemas expuestos en el capítulo anterior, ciertas caracte-
rísticas perjudiciales de algunos centros de servicios pueden hacer que las pobla-
ciones colindantes tengan interés en que se ubique lo más lejos posible, como
sucedería si el centro a instalar es, por ejemplo, potencialmente peligroso o alta-
mente contaminante. 

En tal caso, diremos que el centro a ubicar es no deseado, peligroso,
detestable o nocivo y, evidentemente, convendría situarlo lo más lejos posible de
las poblaciones colindantes o buscarle una ubicación que sea lo menos perjudi-
cial posible. A este tipo de problemas los denominaremos problemas de localiza-
ción de un centro no deseado y, utilizando la misma terminología, denominare-
mos problemas de localización de un centro deseado a los del capítulo anterior.

En los casos que nos van a ocupar aquí, consideraremos que el espacio
de trabajo es sobre el que tenemos definida una norma y además, supon-
dremos fijados m puntos a1, a2, ..., am de dicho espacio que representarán la situa-
ción geográfica de ciertas poblaciones. Aunque la norma euclídea o la norma rec-
tangular son las consideradas en las aplicaciones más clásicas, sería deseable no
descartar ninguna otra que pudiera, llegado el caso, modelar las particularidades
de otros problemas. Por ejemplo, si se trata de determinar la ubicación óptima de
un vertedero de basura, las poblaciones colindantes se pueden ver afectadas por
la presencia de malos olores arrastrados por los vientos dominantes en la zona. En
localidades costeras, estos vientos soplan por la mañana desde el interior hacia el
mar, mientras que por la tarde soplan en sentido contrario. Como en (Plastria,
1992b) o en (Ohsawa y Tamura, 2003), sería preferible utilizar, en este caso, una
norma elíptica, siendo entonces la distancia entre la futura ubicación P = (x, y) y
cada localidad ai = (ai1, ai2) la determinada por la expresión 

|| ⋅ ||�2

|| P − ai ||= α ⋅ (x − ai1)2 + 2γ ⋅ (x − ai1)( y − ai2 ) + β ⋅ ( y − ai2 )2
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con > 0, > 0 y < , estimando los parámetros y en función
de la dirección y fuerza del viento. Estas normas elípticas generalizan a la euclí-
dea, siendo ésta el caso particular en el que y 

2.1. Un modelo para problemas de localización de un centro no deseado

En los problemas de localización de un centro no deseado, se hace necesaria la res-
tricción de las posibles ubicaciones a los puntos de una región S cerrada y acota-
da puesto que, de no considerarse, sucedería que la ubicación óptima se encuen-
tra al alejarnos indefinidamente del conjunto de puntos iniciales.

Al igual que en los modelos de localización de centros deseados,
supongamos que con ciertas funciones decrecientes Fi definidas de en 
podemos medir, a través de , el grado de insatisfacción de la
i–ésima población ai cuando el centro se sitúa en el punto x. Así, el problema
de determinar su ubicación óptima dentro de la región S se puede modelar
como el de determinar los puntos de la región S que minimicen a la vez todos
los valores de . Sin embargo, esto no va a ser siempre posible pues-
to que si pensamos en dos únicas poblaciones y consideramos que la región S
es el segmento que las une, desde el punto de vista de la primera, la mejor ubi-
cación será la segunda y viceversa. Por esta razón, al igual que en el capítulo
anterior, también se suele utilizar una función g que unifique coherentemente
las expectativas de todas las poblaciones en una medida global. Así, este pro-
blema se transforma en el de encontrar los puntos de la región S que minimicen 

De nuevo, las dos políticas más utilizadas pueden ser modeladas a tra-
vés de la función g1(u1, u2, ..., um) = u1 + u2 + ... +um o bien a través de la fun-
ción 

Si el grado de insatisfacción de cada población es linealmente decre-
ciente respecto a distancia de la forma siendo
wi > 0, la primera de las políticas anteriores nos conduce al problema de encon-
trar los puntos de la región S que minimicen 

o equivalentemente, si las constantes vi fuesen iguales, al de encontrar los pun-
tos de la región S que maximicen 

Fi (|| x − ai ||) = vi − wi ⋅ || x − ai ||

g(u
1
,u

2
,…,um ) = max u

1
,u

2
,…,um{ }

Fi (|| x − ai ||)

Fi (|| x − ai ||)
��+

γ = 0α = β = 1

γα,ββαγβα
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que es el problema conocido como antiproblema de Weber o problema
“maxisum”.

Bajo la misma hipótesis anterior de linealidad, la segunda de las polí-
ticas transforma nuestro problema en el de encontrar los puntos de la región S
que minimicen 

o equivalentemente, si las constantes vi fuesen iguales, en el de encontrar los
puntos de la región S que maximicen 

que es conocido como antiproblema de Rawls o problema “maximin”.

Al igual que para el problema “minimax”, también se pueden dar
interpretaciones geométricas para el problema “maximin”, puesto que se puede
probar su equivalencia con cualquiera de los siguientes: 

- Dado un conjunto de puntos a1, a2, ..., am y una región ,
determinar el círculo mayor cuyo centro está en S y no contiene a
ninguno de los ai en su interior (ver (Toussaint, 1983)).

- Dado un conjunto de puntos a1, a2, ..., am y una región ,
determinar el mínimo radio que nos permite cubrir toda la región S
con m círculos iguales centrados en cada uno de los puntos ai (ver
(Dasarathy y White, 1980)).

Aunque, si queremos decidir la ubicación óptima para un centro dese-
ado, parece que el modelo más idóneo es el “minisum”, para centros no desea-
dos y teniendo en cuenta únicamente aspectos medioambientales, el modelo
“maxisum” puede conducir a soluciones que no sean suficientemente aceptables
para todas las poblaciones. Sin embargo, el criterio “maximin” parece ser el más
idóneo, ya que con él se intenta minimizar el daño infringido a la población más
afectada. Para poner de manifiesto las diferencias entre ambos consideremos el
siguiente ejemplo unidimensional propuesto en (Brimberg y Juel, 1998):

S ⊂ �2

S ⊂ �2
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Supongamos que queremos ubicar un centro no deseado en el seg-
mento [0,10] dentro del cual existen 5 poblaciones equiponderadas situadas en
los puntos a1 = 1, a2 = 1,5, a3 = 2, a4 = 6 y a5 = 9,5

El modelo “maxisum” persigue maximizar, en el intervalo [0,10],
la función 

El máximo, que se alcanza en el punto
, está intolerablemente cerca de la

última población: a distancia 0,5

Sin embargo, en el modelo
“maximin” la función a maximizar es 

cuyo máximo en el punto hace que
la distancia a cualquiera de las poblacio-
nes nunca sea menor que 2.

2.2. Perspectiva histórica y trabajos existentes

A partir de la segunda mitad del siglo XX y como consecuencia de la Revolución
Industrial, empezaron a proliferar centros de servicio o de almacenamiento con
consecuencias negativas para la salud, el medio ambiente o nuestro propio
bienestar, estilo y calidad de vida: por ejemplo, centrales nucleares, cemente-
rios de residuos tóxicos o radioactivos, fábricas contaminantes ambiental o
acústicamente, plantas de tratamiento de desechos de centros urbanos (verte-
deros), o incluso cualquier otro tipo de instalaciones que generan, por parte de

x∗ = 4

| x − 2 |,| x − 6 |,| x − 9.5 |}
f

2
(x) = min | x −1 |,| x −1.5 |,{

x∗ = 10

+ | x − 2 | + | x − 6 | + | x − 9.5 |

f
1
(x) =| x −1 | + | x −1.5 | +
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las poblaciones colindantes, un rechazo colectivo tan pronto como son cono-
cedoras de su posible ubicación (como por ejemplo, cárceles, centros para el
tratamiento y rehabilitación de personas drogodependientes...). De hecho,
aunque los principios de la teoría de la localización los podemos situar en el
siglo XVII (como ya hemos comentado en el capítulo anterior), la mayoría de
los trabajos se han realizado en los últimos 40 años y no es hasta finales de los
años 70 cuando aparecen los primeros trabajos sobre localización de centros
peligrosos, coincidiendo con una mayor concienciación y sensibilización social
hacia este tipo de problemas.

Quizá la primera aplicación de este tipo de problemas (como se cita
en (Hansen et al., 1981)) parta de la situación conflictiva que se generó en el
mes de junio del año 1980, cuando el gobierno belga presentó una protesta for-
mal al gobierno francés en contra de la construcción de varias centrales nuclea-
res a lo largo de la frontera entre ambos países: en concreto las de Gravelines,
Chooz y Cattenom.

En la figura se muestran todas las centrales nucleares francesas
(muchas de ellas con varios reactores activos), junto con algunas de sus países
vecinos. De ella, destacamos la ubicación de las ya citadas y también las situa-
das en los límites del país (en la costa del Mar del Norte: además de la propia
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Gravelines, Penly, Paluel, Flamanville y Monts d’Arree) y otras ubicadas en
zonas de una baja densidad de población y suficientemente lejos de ciudades
importantes, como las situadas al sur de París (Chinon, Saint-Laurent, Dampiere
y Belleville) o las del sureste del país, en las profundidades del montañoso maci-
zo central y a lo largo del río Ródano (Marcoule, Tricastin, Cruas, Saint-Alban,
Bugey, Phenix y Super-Phenix). 

Una amplia colección de trabajos consideran la hipótesis adicional de
que la región, dentro de la cual se debe ubicar el centro no deseado, sea poli-
gonal: esta hipótesis no es tan restrictiva como pueda pensarse en un principio,
puesto que en cualquier base de datos geográfica o cartográfica (de entre las
que podemos destacar, a nivel nacional, las existentes en el Instituto Geográfico
Nacional4 o en el Centro Nacional de Información Geográfica5, y a nivel inter-
nacional, el Digital Chart of the World6) las fronteras administrativas las pode-
mos encontrar así descritas. Esta hipótesis es una clara consecuencia de la fuer-
te componente geográfica de este tipo de problemas, dejando al margen consi-
deraciones de otra índole (por ejemplo, económicas o políticas) que aunque
reflejarían con mayor exactitud los problemas reales, también harían que nues-
tro modelo fuera menos manejable.

En (Hansen et al., 1981) se aborda el problema de la localización de un
centro no deseado teniendo en cuenta la posibilidad de optar por cualquiera de las
políticas mencionadas. En él se abordan tanto el problema “maxisum” como el
“maximin” y en ambos casos se trabajan con normas cualesquiera, imponiendo la
condición de que S sea un subconjunto cerrado y acotado de . En él se utiliza el
concepto de “punto remoto” y se presentan algoritmos para sus resoluciones.

Otro tratamiento simultáneo de estos dos problemas se puede encon-
trar en (Melachrinoudis y Culliane, 1986). En él se consideran los correspondien-
tes problemas cuando se utilizan las normas euclídea y rectangular, siendo S una
región poligonal del plano. Para la primera de las normas, se obtiene que, si la
solución al problema “maximin” está en el interior del conjunto, entonces equi-
dista ponderadamente de tres de los puntos iniciales y, si la solución se encuen-
tra en la frontera, o es un vértice de S o equidista ponderadamente de dos de
los puntos iniciales. En el caso de la norma rectangular, se tratan de forma espe-
cial los lados del polígono que forman grados con los ejes de coordenadas.
Para el criterio “maxisum”, puesto que la correspondiente función a maximizar
es convexa, se puede delimitar más el conjunto de posibles soluciones, reducién-
dolo al conjunto finito formado por los vértices de la envolvente convexa de S.

±45

�2

1 Desde su página web http://www.mfom.es/ign podemos tener acceso a la base de datos que contiene las líneas lími-
te de la división administrativa española, tanto a nivel autonómico, como provincial o municipal.

2 Sección dependiente del organismo anterior en el que, además de los datos correspondientes a la división territorial,
también podemos obtener una amplia colección de datos cartográficos desde la dirección http://www.cnig.ign.es 

3 Los límites administrativos de los países que se pueden obtener ahí se encuentran sin actualizar desde 1992 y vienen
descritos a través de las coordenadas de latitud y longitud referidas al esferoide Clarke1866. Su dirección web es
http://www.maproom.psu.edu/dcw 
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Además de (Hansen et al., 1981), también es referencia obligada al
problema “maximin” el trabajo (Dasarathy y White, 1980) que, junto con aquél,
ha constituido el punto de partida de esta línea de investigación. En éste último
se resuelve el problema “maximin” sin pesos en considerando la norma euclí-
dea y S una región convexa, acotada y poliédrica. Se enumeran los óptimos loca-
les utilizando las condiciones de Kuhn-Tucker y se genera, a partir de un algorit-
mo combinatorio, un conjunto finito de puntos candidatos a ser solución, cons-
truyendo un algoritmo que adapta, al caso n-dimensional, los resultados obteni-
dos en (Shamos, 1975) y (Shamos y Hoey, 1975). Además, utilizando el diagra-
ma de Voronoi, presentan un algoritmo alternativo para el caso bidimensional.

Generalizando estos resultados al problema ponderado, de entre los
múltiples trabajos correspondientes al problema “maximin”, que se restringen al
espacio considerando la norma euclídea, podemos destacar los siguientes:

- En (Drezner y Wesolowsky, 1980a) se considera que las posibles
ubicaciones deben estar, a lo sumo, a una distancia predeterminada
para cada localidad afectada y se propone un algoritmo que condu-
ce a su solución. El caso contrario, en el que el centro a construir
deba estar fuera de una región de exclusión alrededor de cada loca-
lidad y dentro de un polígono no necesariamente convexo, se puede
encontrar en (Melachrinoudis y Culliane, 1985) un algoritmo de
resolución que es una modificación del presentado en (Dasarathy y
White, 1980).

- Si consideramos que la región S es poligonal, en (Melachrinoudis,
1985) se prueba, a través de las condiciones de Kuhn-Tucker, que
los óptimos se encuentran en los vértices de la envolvente convexa
de S, en sus lados equidistando ponderadamente de dos puntos
dados o en su interior equidistando ponderadamente de tres, obte-
niendo así los mismos resultados que en (Dasarathy y White, 1980)
para el caso bidimensional cuando la región S es convexa.

- Elimando la condición de convexidad de la región poligonal S y
denotando por n el número de sus lados y por m el número de
poblaciones afectadas, podemos encontrar en (Melachrinoudis y
MacGregor Smith, 1995) un algoritmo de orden nm2 para resolver
el problema, basado en el diagrama de Voronoi con pesos.

- Aunque una asignación natural para los pesos asociados a cada
población en el problema “maximin” puede ser inversamente pro-
porcional al número de sus habitantes de cada población (puesto
que al decrecer el peso asociado a una población concreta, aumen-
ta la oposición, ya que la presencia de su contribución en el mode-
lo es mayor), en (Erkut y Öncu, 1991) se puede encontrar un estu-
dio paramétrico de ellos, que aumenta las posibilidades de elegir los
pesos, proporcionando una mayor riqueza al modelo.

�2

�n
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- Otro enfoque del problema “maximin” con pesos utilizando la
norma euclídea y bajo la condición de que la región S sea una poli-
gonal convexa, se puede encontrar en (Fernández Palacín, 1994),
donde se impone la condición de que las poblaciones afectadas
estén protegidas por regiones poligonales convexas, entendiéndose
éstas como regiones prohibidas dentro de las cuales no está permi-
tida la construcción de una instalación nociva.

Utilizando la norma rectangular, podemos encontrar en (Drezner y
Wesolowsky, 1983), dos algoritmos de resolución para el problema “maximin”
en una región poligonal S: uno de ellos se basa en una búsqueda binaria desde
un punto de vista geométrico y el otro utiliza la programación lineal en las
subregiones que se obtienen al particionar S.

En (Saameño Rodríguez, 1992) se presenta un modelo general con
pesos para resolver una familia de problemas de localización de centros no
deseados (entre los que se encuentran los ya comentados “maximin” y
“maxisum”) dentro de un conjunto poligonal para una norma cualquiera.
Cuando se particulariza este modelo para la norma euclídea y considerando
los pesos iguales, se obtienen de nuevo los resultados que se presentan en
(Dasarathy y White, 1980) y en (Hansen et al., 1981). Se presenta una conti-
nuación de este trabajo en (Muñoz Pérez y Saameño Rodríguez, 1999), en el
que se utiliza dicho modelo general para el problema sin pesos correspondien-
te a la norma euclídea, y se tiene en cuenta la posible existencia de regiones
poligonales prohibidas.

Este modelo, que se retomará aquí, también es la base del artículo
(Guerrero García et al., 2003), presentado en el XXVII Congreso Nacional de
Estadística e Investigación Operativa, en el que se generalizan los resultados
presentados en (Muñoz Pérez y Saameño Rodríguez, 1999) para el problema
ponderado planteado en términos de cualquier norma.

Volviendo a echar una mirada atrás sobre la realidad que intentamos
modelar, también podría suceder que el centro a situar fuese deseado para algu-
nas de las poblaciones y no deseado para otras. Por ejemplo, si algunas de las
poblaciones fuesen eminentemente residenciales (por ejemplo, localidades
enfocadas al sector turístico o tales que la mayoría de su población fuese vera-
neante) es lógico pensar que su interés sea que el futuro emplazamiento de una
fábrica sea lo más alejado de ellas. Sin embargo, podemos pensar que existe un
deseo de proximidad en aquellas otras poblaciones que dependen del funciona-
miento de esa hipotética fábrica (así se minizarían las distancias que tienen que
recorrer los habitantes que trabajen en ella o los costes económicos que se deri-
ven del traslado de los productos manufacturados a las poblaciones que los
ofertan o de las materias primas que la proveen). Este nuevo punto de vista se
puede incluir en el modelo permitiendo la presencia de pesos positivos y nega-
tivos en las correspondientes componentes locales que serán englobadas en la
política global de la comunidad.

Un Modelo Multicriterio de Localización de Centros No Deseados con Pesos60�

modelomulticriterio1  16/10/07  18:48  Página 60



El problema “maxisum” ampliado al caso en el que existan pesos
positivos y negativos, tomando como región S todo el plano y utilizando las
p–normas se puede encontrar en (Drezner y Wesolowsky, 1991), donde tam-
bién se presenta una modificación del algoritmo de Weiszfeld para esos casos.

Además de ese trabajo, de entre los más relevantes que se sitúan den-
tro de esta línea de investigación, en la que podemos hablar de centros “semide-
seados” y en la que se conjugan ambos sentimientos, destacamos los siguientes:

- En (Velasco Morente, 1991) se aborda el problema “maximin” con
pesos, considerando la posibilidad de que el centro a instalar pueda
ser deseado para algunas poblaciones y no deseado para otras. La
metodología utilizada se basa en algoritmos genéticos, bajo la hipó-
tesis de que la región factible es unión de polígonos convexos y en
los casos particulares en los que la función objetivo venga expresa-
da en términos de la norma , y de la .

- En (Romero Morales et al., 1997) se hace una crítica de los mode-
los habituales de localización en los que sólo se tiene en cuenta el
impacto medioambiental, pero se ignora la componente económica,
pudiendo así conducir a ubicaciones tan alejadas de los centros afec-
tados que la interacción entre ambos hace que se disparen los cos-
tes de tal decisión. Por ello, proponen un modelo que conjuga
ambos puntos de vista: la componente medioambiental se introdu-
ce a través de una función decreciente con la distancia y la compo-
nente económica, a través de una función creciente con la distancia.
El problema de determinar un punto dentro de una región  cerrada
y acotada que haga mínima la suma de ambas se resuelve con el
método BSSS (comentado más adelante) y se ejemplifica a través de
una colección de problemas, siendo las funciones allí utilizadas

para el impacto medioambiental y para el
económico.

- En (Brimberg y Juel, 1998) se trabaja en una línea similar: desde el
punto de vista medioambiental, se intentarán minimizar los daños y,
desde el punto de vista económico, se intentarán minimizar los cos-
tes de transporte de las mercancías a los centros considerados. Si
sólo consideramos el primero de los prismas, los criterios habituales
conducen a los problemas “maximin” y “maxisum”; sin embargo,
se comenta que puede conducir a soluciones que, intuitivamente,
pueden no parecer óptimas, por lo que se propone utilizar como

medida de este coste , siendo b una constante posi-

tiva. Puesto que la componente económica se puede medir a través

de , se construye un modelo que conjuga de forma
i=1

m

∑ wi

|| x − ai ||
b
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convexa ambos y se resuelve computacionalmente a través de la
generalización del método BSSS.

- En (Plastria y Carrizosa, 1999) se construye otro modelo bicriterio
con el que se intenta conseguir que el daño infringido a la sociedad
sea el menor posible. Para ello se tiene en cuenta que una población
se podría ver afectada por un desastre si está dentro del círculo de
influencia del centro peligroso y, en tal caso, el daño ocasionado
decrece en función de la distancia euclídea. Así, se persigue tanto
reducir el daño social a través de la suma de los daños ponderados
a las posibles poblaciones afectadas, como incrementar el nivel de
seguridad haciendo que el radio de acción sea lo mayor posible den-
tro de los límites establecidos. Este problema se resuelve a través de
un conjunto de círculos eficientes; además, en este artículo se cons-
truye una curva que relaciona sus radios con el daño que se pudie-
ra generar.

- En (Fernández et al., 2000) se propone, como medida del daño
medioambiental infringido a los habitantes de la i–ésima población,

el empleo de la función . El parámetro mide el

grado de repulsión si el centro se instalara sobre ella (el parámetro
es menor cuanto mayor sea el grado de repulsión), indica la rapi-
dez con la que las distancias pasan a ser aceptables para sus habitan-
tes y el modelo construido es la suma ponderada de estas funciones.

Destaquemos, por último, tres trabajos en los que se proponen algo-
ritmos generales para la resolución de los problemas de localización objeto de
nuestro estudio:

- Como se ha comentado anteriormente, en (Hansen et al., 1981) se
presenta un algoritmo de resolución de problemas de localización
conocido como BSSS (Big Square Small Square), utilizando cualquier
norma y siendo la región factible unión finita de polígonos conve-
xos. Consiste en la partición secuencial de un cuadrado inicial, cuyos
lados sean paralelos a los ejes de coordenadas y que contenga a la
región factible, en cuatro nuevos cuadrados, y en la evaluación de
la función objetivo a optimizar en los centros de dichos cuadrados,
poniendo fin al algoritmo cuando se alcance determinado nivel de
tolerancia. Aunque desarrollado originalmente en (Hansen y Thisse,
1981) para resolver el problema de Weber, también es aplicable a
problemas de localización de centros no deseados, y así, en nuestra
misma línea de investigación, desde nuestro Departamento se han
dirigido varios proyectos de Fin de Carrera en los que se aplica este
algoritmo a la búsqueda de soluciones de los problemas que plantea-
remos más adelante y se compara su coste computacional con el del
algoritmo que se obtiene a partir de los resultados que se presentan
en este trabajo.

βi

iα
1

1+ eα i +βi ⋅||x−ai ||
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- En (Plastria, 1992a) se plantean dudas acerca de la convergencia del
algoritmo BSSS en ciertos casos degenerados. Concretamente, en el
caso en el que el centro de ningún cuadrado de los allí propuestos
pertenezca a la región factible la convergencia podría verse compro-
metida puesto que, en el trabajo anterior, sólo se realiza la evalua-
ción del centro de un cuadrado si dicho punto pertenece a la región
factible. Por ello, se construye un algoritmo generalizado, denomi-
nado GBSSS (Generalized Big Square Small Square) sustituyendo de
forma natural los cuadrados por rectángulos y en el que se obliga a
que la función objetivo se evalúe al menos una vez en cada uno de
ellos. 

Puesto que los autores observan que en esta generalización
la lista de los rectángulos construidos es más compleja que la senci-
lla del algoritmo BSSS original (aunque también es cierto que la ori-
ginal puede conducir a más divisiones innecesarias), además de
incluir una fase de “garbage collection”, en cada paso se elige el
rectángulo a dividir, tomando la opción más prometedora y única-
mente se divide el seleccionado.

- Otro trabajo en el que aparece el algoritmo BSSS original es (Hansen
et al., 1985), en el que se presenta una especificación para resolver
el problema de Weber, eliminando en cada iteración aquellos cua-
drados de la región factible que no superen determinado test de
“optimalidad”, aliviando en cierta forma, la sobrecargada lista de
cuadrados del algoritmo original. Sorprendentemente, también
podemos encontrar en este trabajo un comentario de los autores en
el que justifican la decisión de no tener en cuenta las sugerencias de
dos revisores acerca de la posibilidad de utilizar triángulos en vez de
cuadrados: prefieren mantener la construcción original puesto que
el test no consume demasiado tiempo (al contrario de la opinión de
Plastria en el trabajo del párrafo anterior) y, en el caso de optar por
esa nueva construcción, la cota inferior utilizada para el citado test
sería más difícil de determinar.

La utilización de triángulos en vez de cuadrados para un
algoritmo del mismo tipo que el BSSS, es la base del artículo
(Drezner y Suzuki, 2004), en el que se presenta un algoritmo, que
los autores denominan BTST (Big Triangle Small Triangle), basado en
la triangularización de Delaunay (dual del diagrama de Voronoi) y
que utilizan para resolver tanto un problema de localización de un
centro no deseado (en el que la función objetivo es la suma ponde-
rada de magnitudes inversamente proporcionales al cuadrado de la
distancia) como para el problema de Weber con pesos positivos y
negativos que aparece en (Drezner y Wesolowsky, 1991). Para el
primer problema construyen, no una, sino dos cotas inferiores (aun-
que la segunda es mejor en muchas ocasiones, la primera es más
fácil de calcular, por lo que sugieren que se utilice como cota infe-
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rior el máximo de las dos). Para el segundo problema construyen
sólo una pero, en cualquier caso, el algoritmo propuesto tiene las
siguientes ventajas respecto a los anteriores: por un lado, la triangu-
larización constituye una partición de la región factible cuando ésta
es poligonal, con lo que se puede obviar el tedioso y costoso test de
factibilidad; por otro lado, las cotas de los algoritmos son adecuadas
cuando ninguno de los puntos dados pertenece al interior de las cel-
das de cada iteración, premisa que se tiene garantizada utilizando la
triangularización de Delaunay y, en general, no se verifica ni para el
BSSS ni para el GBSSS.

- Destaquemos también, la posibilidad de encontrar en la web una
colección de implementaciones de algoritmos de localización (reco-
gidos bajo el nombre Library Of Location Algorithm (LOLA)7), den-
tro de la página dependiente de la alemana Universidad de
Kaisserlautern.

Tras esta breve descripción de los artículos más relevantes relaciona-
dos con nuestra línea de investigación (se puede encontrar una clasificación más
extensa en (Lozano y Mesa, 2000)), en los siguientes capítulos vamos a recoger
los resultados de (Saameño Rodríguez, 1992) para normas cualquiera y, sin par-
ticularizar para la norma euclídea, generalizamos los resultados de (Dasarathy y
White, 1980) para resolver una colección de problemas de localización de cen-
tros no deseados con pesos, en una región poligonal y utilizando cualquier
norma, obteniendo una notable reducción de la región inicial a un conjunto de
puntos, dentro del cual podemos afirmar que se encuentra la solución de toda
esa familia de problemas de localización de centros no deseados, permitiéndo-
nos así una gran flexibilidad a la hora de optar, a posteriori, por cualquiera de
las políticas que nuestro modelo recoge, estando entre ellas las ya habituales de
“maxisum” y “maximin”.
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Una primera depuración de puntos candidatos

Ante la necesidad de instalar un centro no deseado que repercutirá en una
colección de poblaciones representadas por los puntos a1, a2, ..., am del plano,
el interés de cada una será que se ubique lo más lejos posible de ella, lo que nos
sitúa ante un problema de decisión multicriterio. Como ya se ha comentado, en
general, no podemos satisfacer las expectativas de todas y cada una de las
poblaciones, y en tales ocasiones, nos veremos obligados a utilizar alguna polí-
tica que nos permita encontrar alguna solución de compromiso.

A cualquier política aceptable que nos permita alcanzar un consenso
entre las poblaciones afectadas, parece lógico exigirle que respete la condición
de que si un punto x está más alejado de todos los puntos ai que otro punto y
(es decir que para todo ), el primero es preferible
al segundo como ubicación para un centro no deseado.

En (Kuhn, 1967) y en (Wendell y Hurter, 1973) se presenta el concep-
to de dominacia, enfocado a resolver el problema de Weber observando que, si

para todo , el punto y es preferible a x como ubi-
cación para un centro deseado. Por esta razón, comenzaremos este capítulo,
modificando convenientemente esa definición para utilizarla de forma efectiva
en nuestro modelo. 

3.1. Dominancia

Teniendo en cuenta que trabajaremos únicamente con distancias que provie-
nen de normas, y que, además, queremos modelar este tipo de problemas a
través del estudio de los máximos en cierta región S cerrada y acotada de una
función adecuada 

i = 1,2,…,md(x,ai ) ≥ d( y,ai )

i = 1,2,…,md(x,ai ) ≥ d( y,ai )

f (|| x − a
1
||,|| x − a

2
||,…,|| x − am ||)

modelomulticriterio1  16/10/07  18:48  Página 67



la condición anterior la podemos imponer al exigirle a la función f que satisfaga
la propiedad recogida en la siguiente definición:

Definición 1. Una función diremos que es isótona si para todo par
z = (z1, z2, ..., zm), z* = (z1*, z2*, ..., zm*) de elementos de tales que zi zi*,
para todo , se cumple que .

Así, nuestro problema de localización de un centro no deseado lo
podemos modelar a través del de determinar el punto o los puntos de la región
S en los que se alcanza el máximo de , sien-
do f una función isótona que vendrá especificada por alguna política coherente
diseñada por la entidad gestora de los intereses de las poblaciones consideradas.

En primer lugar, podemos eliminar como ubicaciones aceptables,
aquellas para las que existe otro punto que es preferible para todas las pobla-
ciones afectadas. Esta condición queda expresada en la siguiente definición:

Definición 2. Dada una norma sobre , una colección P1, P2 , ..., Pm de
puntos del plano y dos puntos x, y diremos que y está dominado por x o
que x domina a y (y lo notaremos por ) si 

para todo i = 1, 2, ..., m

Aunque la relación es un preorden en , ni es total, ni es de orden,
como se puede observar a la vista de los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1

Para comprobar que la relación no es total, basta considerar como puntos
P1 = (0,0) y P2 = (3,0) y utilizar la norma euclídea. Los puntos A = (1,0) y 
B = (2,0) no son comparables, puesto que 

ya que 

ya que 

EJEMPLO 2

De la misma forma, podemos comprobar que la relación no es antisimétrica,
sin más que considerar un único punto P1 = (0,0) y comprobar que, siendo
A = (-1,0) y B = (1,0), para la norma euclídea se cumple que 

y, sin embargo, 

Esta definición nos va a permitir eliminar ciertos puntos observando
que si y está dominado por algún otro x , entonces y no es interesan-
te para la instalación de un centro no deseado, con lo que lo podemos obviar a
la hora de buscar las posibles ubicaciones óptimas. 

∈�2∈�2

A ≠ B

|| A− P
1
|| ≤ || B − P

1
|| , || B − P

1
|| ≤ || A− P

1
||

�

|| B − P
1
|| > || A− P

1
||B � A

|| A− P
2
|| > || B − P

2
||A� B

�

�2�

|| y − Pi ||≤|| x − Pi ||

y � x
∈�2

�2|| ⋅ ||

f (|| x − a
1
||,|| x − a

2
||,…,|| x − am ||)

f (z) ≤ f (z∗)i = 1,2,…,m
≤�m

f : �m→ �
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3.2. Dominacia en la envolvente convexa

Abstrayéndonos de cualquier problema de localización, estudiemos el compor-
tamiento del concepto de dominancia para una norma arbitraria sobre .

Tomemos como punto de partida la siguiente definición extraída de la
geometría fundamental euclídea:

Definición 3. Si P1 y P2 son dos puntos distintos de , diremos que otro punto
P está alineado con ellos si existe tal que 

Por otra parte, dados m puntos {P1, P2, ..., Pm} de , denotaremos
por [P1, P2, ..., Pm] a su envolvente convexa; es decir, al conjunto 

Es evidente que si P [P1, P2], entonces P está alineado con P1 y P2

Pongamos de manifiesto dos resultados que serán utilizados más ade-
lante, pudiéndose deducir el primero de ellos directamente de la definición:

Proposición 3.2.1. Si P1 y P2 son dos puntos distintos de , cualquier punto
x está alineado con ellos si, y sólo si, existe Q , Q 0 y existe k 
tales que la función definida como cumple que
F(P1) = 0, F(P2) = 0, F(x) = 0, siendo <.,.> el producto escalar usual en .

Proposición 3.2.2. Dados dos puntos distintos P1, P2 de un espacio vectorial
normado ( , ), para todo y [P1, P2] se cumple que 

Demostración: 

Puesto que y [P1, P2] sabemos que existe algún valor tal que
, luego 

Aunque, en relación con el comportamiento de la dominancia, algu-
nos de los siguientes resultados son conocidos, hemos creído conveniente expo-
nerlos aquí aportando, en algunos casos, demostraciones alternativas de carácter
constructivo de más utilidad en implementaciones algorítmicas. Así, para llegar a

y = α ⋅ P
1
+ (1−α ) ⋅ P

2

α ∈[0,1]∈

∈|| ⋅ ||�2

�2

F(P) =< P,Q > +kF : �2 → �
∈�≠�2∈∈�

�2

∈

�2

P = P
1
+ λ ⋅ (P

2
− P

1
)λ ∈�

�2

�2
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x ∈ ; x =
i=1

m

∑λi ⋅ Pi siendo λi ≥ 0 con
i=1

m

∑λi = 1
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

�2

|| y − P
1
|| + || y − P

2
|| = || P

1
− P

2
||

|| y − P
1
|| + || y − P

2
|| = || α ⋅ P

1
+ (1−α ) ⋅ P

2
− P

1
|| + || α ⋅ P

1
+ (1−α ) ⋅ P

2
− P

2
|| =

= || (1−α ) ⋅ (P
2
− P

1
) || + || α ⋅ (P

1
− P

2
) || = (1−α )⋅ || P

1
− P

2
|| +α⋅ || P

1
− P

2
|| =

= || P
1
− P

2
||

■
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un resultado general en relación con el comportamiento de la dominancia en la
envolvente convexa de  puntos dados, partiremos de dos únicos puntos y cons-
truiremos un esquema de demostración sobre el que nos apoyaremos en suce-
sivas generalizaciones. 

Proposición 3.2.3. Dados dos puntos distintos P1, P2 de un espacio vectorial
normado ( , ), para cada x existe un segmento I, que en ocasiones
puede estar reducido a un único punto, contenido en [P1, P2] tal que para todo
y I se cumple que , es decir 

y además 

Demostración: 

Aunque se pueden hacer
varias demostraciones de
esta proposición, hemos
optado aquí por ofrecer una,
basada en la construcción de
la figura.  

Para ello, consideremos los valores 

y el conjunto que es un subconjunto de
[P1, P2].

- Veamos que I ≠ Ø, observando que . Puesto que 

habremos concluido esta primera parte si comprobamos que 

α
2
−α

1
≥ 0

I = α ⋅ P
1
+ (1−α ) ⋅ P

2
,α

1
≤ α ≤ α

2{ }

|| y − P
2
|| ≤ || x − P

2
|||| y − P

1
|| ≤ || x − P

1
||

y � x∈

�2∈|| ⋅ ||�2
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α
1
= max 0,1−

|| x − P
1
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
, α

2
= min 1,

|| x − P
2
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

α
1
= max 0,1−

|| x − P
1
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= max 1−1,1−

|| x − P
1
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

= 1−min 1,
|| x − P

1
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

min 1,
|| x − P

2
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
+min 1,

|| x − P
1
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
≥ 1
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Puesto que la desigualdad es evidente si alguno de los mínimos es 1,
centrémonos únicamente en el caso en el que 

Por las propiedades de las normas, podemos asegurar que 

con lo que la desigualdad resulta evidente, sin más que dividir la
desigualdad anterior por P1 - P2 

- Veamos que cualquier y I cumple que 

Para ello, tomemos tal que y consideremos el punto

Puesto que , entonces 

Así, la primera de las desigualdades se verifica, puesto que 

Por otra parte, como , la segunda de las desigual-

dades también se verifica, puesto que 

lo cual pone fin a la demostración de esta proposición.

α ≤α
2
≤
|| x − P

2
||

|| P
1
− P

2
||

1−α ≤
|| x − P

1
||

|| P
1
− P

2
||

α ≥ α
1
≥ 1−

|| x − P
1
||

|| P
1
− P

2
||

y = α ⋅ P
1
+ (1−α ) ⋅ P

2

α
1
≤ α ≤ α

2
α

∈

||||
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min 1,
|| x − P

1
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=
|| x − P

1
||

|| P
1
− P

2
||

min 1,
|| x − P

1
||

|| P
1
− P

2
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=
|| x − P

1
||

|| P
1
− P

2
||

|| P
1
− P

2
|| = || P

1
− x + x − P

2
|| ≤ || x − P

1
|| + || x − P

2
||

|| y − P
1
|| ≤ || x − P

1
|| y además || y − P

2
|| ≤ || x − P

2
||

|| y − P
1
|| = || α ⋅ P

1
+ (1−α ) ⋅ P

2
− P

1
|| = (1−α )⋅ || P

1
− P

2
|| ≤

≤
|| x − P

1
||

|| P
1
− P

2
||
⋅ || P

1
− P

2
|| ≤ || x − P

1
||

|| y − P
2
|| = || α ⋅ P

1
+ (1−α ) ⋅ P

2
− P

2
|| = α⋅ || P

1
− P

2
|| ≤

≤
|| x − P

2
||

|| P
1
− P

2
||
⋅ || P

1
− P

2
|| ≤ || x − P

2
||
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La correspondiente generalización a más de dos puntos alineados
queda enunciada a continuación:

Proposición 3.2.4. Dados m puntos P1, P2, ..., Pm alineados y distintos, perte-
necientes a un espacio vectorial normado ,y siendo X la envolvente
convexa de los puntos Pi, se cumple que para cada x V existe un segmento I,
que en ocasiones puede estar reducido a un único punto, contenido en X tal
que para todo I se cumple que , es decir 

para todo i = 1, 2, ..., m

Demostración: 

Como P1, P2, ..., Pm están alineados, existen tales que
para todo i = 1, 2, ..., m.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que los puntos están
elegidos de tal forma que 

con lo que y por tanto, la envolvente convexa de los puntos P1

es el segmento [P1, Pm]

Consideremos el conjunto 

Puesto que todos los elementos del conjunto [P1, Pm] son de la forma
con , podemos determinar los puntos del segmento

Ii observando que 
0 ≤ α ≤ 1α ⋅ P

1
+ (1−α ) ⋅ Pm

λi =
|| Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||

Pi = P
1
+ λi ⋅ (Pm − P

1
)

λ
1
,λ

2
,…,λm ∈R

|| y − Pi ||≤|| x − Pi ||

y � x∈

∈
,|| ⋅ ||)�2(
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0 = λ
1
≤ λ

2
≤…≤ λm−1

≤ λm = 1

Ii = y ∈[P
1
,Pm];|| y − Pi || ≤ || x − Pi ||{ }

|| y − Pi ||= α ⋅ P
1
+ (1−α ) ⋅ Pm − P

1
−
|| Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||
⋅ (Pm − P

1
) =

= α −1+
|| Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ P

1
− α −1+

|| Pi − P
1
||

|| Pm − P
1
||

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ Pm =

= α −1+
|| Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||
⋅ || Pm − P

1
|| ≤ || x − Pi ||⇔

⇔ 1−
|| x − Pi || + || Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||

≤ α ≤ 1+
|| x − Pi || − || Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||

⇔

⇔ 1−
|| x − Pi || + || Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||

≤ α ≤
|| x − Pi || + || Pm − Pi ||

|| Pm − P
1
||
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Como queremos que el segmento Ii esté contenido en [P1, Pm], cons-
truyámoslo como 

siendo 

Veamos que para todo 

Puesto que 

habremos concluido si comprobamos que 

Como la desigualdad es evidente si alguno de los mínimos es 1, cen-
trémonos únicamente en el caso en el que 

j,k ∈{1,2,…,m},α
2k −α1 j ≥ 0
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Ii = {α ⋅ P
1
+ (1−α ) ⋅ Pm ;α1i ≤ α ≤ α2i}

α
1i = max 0,1−

|| x − Pi || + || Pi − P
1
||

|| Pm − P
1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=

= 1−min 1,
|| x − Pi || + || Pi − P

1
||

|| Pm − P
1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

α
2i = min 1,

|| x − Pi || + || Pm − Pi ||
|| Pm − P

1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

α
1 j = max 0,1−

|| x − Pj || + || Pj − P
1
||

|| Pm − P
1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪
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=
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|| x − Pj || + || Pj − P
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||
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1
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⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

α
2k = min 1,

|| x − Pk || + || Pm − Pk ||
|| Pm − P

1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

min 1,
|| x − Pk || + || Pm − Pk ||

|| Pm − P
1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
+min 1,

|| x − Pj || + || Pj − P
1
||

|| Pm − P
1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
≥ 1
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Por las propiedades de las normas, podemos asegurar que 

con lo que la desigualdad resulta evidente, sin más que dividir la desigualdad
anterior por 

Así, el segmento buscado es 

siendo 

|| Pm − P
1
||

min 1,
|| x − Pk || + || Pm − Pk ||

|| Pm − P
1
||

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
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1
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2
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1
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2{ }

α
1
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α
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1
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⎧
⎨
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⎫
⎬
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1
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1
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⎧
⎨
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⎫
⎬
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α
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1≤ i≤m
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1≤ i≤m

1,
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⎭⎪

|| Pm − P
1
|| = || Pm − x + x − P

1
|| ≤ || Pm − x || + || x − P

1
|| =

= || Pm − Pk + Pk − x || + || x − Pj + Pj − P
1
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Por último, cuando los puntos no están alineados, se verifica la
siguiente propiedad:

Teorema 3.2.1. Dados m puntos distintos P1, P2, ..., Pm pertenecientes a un
espacio vectorial normado ( , ) y siendo X la envolvente convexa de los
puntos Pi, para cada x existe y X tal que ,es decir 

para todo i = 1, 2, ..., m

Demostración: 

Dado x , consideremos el conjunto 

Puesto que si Ø hemos terminado, supongamos que
Ø

Nuestro conjunto A es convexo, ya que si , sabemos que 

para todo i = 1, 2, ..., m

Por tanto, para cualquier se cumple que 

Como A es un conjunto cerrado, no vacío (ya que x ) y convexo,
el teorema de Hahn-Banach nos permite afirmar que existe un hiperplano de

que separa a A y a X; es decir, existe Q con Q 0 y existe k tales
que la función definida como F(P) = <P,Q> + k cumple que
F(P) < 0 para todo P A y F(P) > 0 para todo P X.

Por tanto, Q 0 y además se cumple que F(x) < 0 puesto que x 
y también se cumple, para todo i = 1, 2, ..., m, que F(Pi) > 0 puesto que Pi X

Así, podemos afirmar que existen escalares i (0,1) de tal forma
que los puntos cumplen que F(Qi) = 0

En virtud de la proposición 3.2.1 podemos afirmar que los puntos Q
están alineados y por tanto, por la proposición 3.2.4, sabemos que existe algún
punto z de la envolvente convexa de los Qi (y por tanto alineado con ellos y, de
nuevo, por la proposición 3.2.1 cumplirá que F(z) = 0) de tal forma que

para todo i = 1, 2, ..., m

Sin embargo, puesto que Qi [x, Pi], en virtud de las propiedades de
las normas y de la proposición 3.2.2, podemos afirmar que 

∈

|| z −Qi ||≤|| x −Qi ||

Qi = α i ⋅ x + (1−α i ) ⋅ Pi

∈α

∈
∈A≠

∈∈
F : �2 → �

�∈≠�2∈�2

∈A

α ∈[0,1]

|| y
1
− Pi || ≤ || x − Pi ||,|| y

2
− Pi || ≤ || x − Pi ||

y
1
, y

2
∈A

A∩ X =
A∩ X ≠

�2∈

|| y − Pi ||≤|| x − Pi ||

y � x∈�2∈
|| ⋅ ||�2
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A = y ∈R2 ,|| y − Pi || ≤ || x − Pi ||, para todo i = 1,2,…,m{ }

|| α ⋅ y
1
+ (1−α ) ⋅ y

2
− Pi || = || α ⋅ ( y

1
− Pi ) + (1−α ) ⋅ ( y

2
− Pi ) || ≤

≤ α⋅ || y
1
− Pi || +(1−α )⋅ || y

2
− Pi ||≤ α⋅ || x − Pi || +(1−α )⋅ || x − Pi || =|| x − Pi ||
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lo que significa que z A y por tanto, F(z) < 0 lo cual es una contradicción con
F(P) = 0.

Salvo este último resultado, todos los anteriores son generalizables a
espacios de dimensión mayor que 2. Sin embargo, este teorema no es cierto en
tales espacios con una norma arbitraria y, como va a jugar un papel fundamen-
tal en nuestro desarrollo posterior, nos ha condicionado a dicha restricción en la
dimensión de nuestros espacios de trabajo, ya que deseamos aplicarlo sin per-
der la capacidad de optar por una norma cualquiera. Aunque en (Wendell y
Hurter, 1973) se demuestra que el teorema 3.2.1 también es cierto cuando tra-
bajamos sobre con , en general, no se verifica para con cualquier
norma, como podemos comprobar con el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3

Si consideramos los puntos P1 = (1, 0, 0), P2 = (0, 1, 0), P2 = (0, 0, 1) de 3 y
la norma 1 (siendo z = (z1, z2, z3) 

3, ), la envolven-
te convexa de los puntos P1, P2, y P3 es 

Tomando como x = (0, 0, 0), si algún elemento y X cumple que 

entonces 

Por otra parte, si algún elemento y X cumple que 

entonces 

Por último, si algún elemento y X cumple que 

entonces , pero estas tres condiciones no se pueden dar simultánea-

mente.

λ
1
+ λ

2
≤

1

2

∈

1

2
≤ λ

2
≤ 1

∈

1

2
≤ λ

1
≤ 1

∈

|| z ||
1
=| z

1
| + | z

2
| + | z

3
|�∈|| ⋅ ||

R

Rn|| ⋅ ||
2

Rn

∈

|| z − Pi ||=|| z −Qi +Qi − Pi ||≤|| z −Qi || + ||Qi − Pi ||≤

≤|| x −Qi || + ||Qi − Pi ||=|| x − Pi ||

X = {(λ
1
,λ

2
,λ

3
)∈R3 ,λ

1
+ λ

2
+ λ

3
= 1,0 ≤ λi ≤ 1,i = 1,2,3}=

|| y − (1,0,0) ||
1
= 2 − 2λ

1
≤ || (0,0,0) − (1,0,0) ||

1
= 1

= {(λ
1
,λ

2
,1− λ

1
− λ

2
)∈R3 ,0 ≤ λ

1
≤ 1,0 ≤ λ

2
≤ 1,λ

1
+ λ

2
≤ 1}

|| y − (0,1,0) ||
1
= 2 − 2λ

2
≤ || (0,0,0) − (0,1,0) ||

1
= 1

|| y − (0,0,1) ||
1
= 2(λ

1
+ λ

2
) ≤ || (0,0,0) − (0,0,1) ||

1
= 1

■

■
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Este último teorema también nos conduce al resultado fundamental
para los problemas clásicos de localización de centros deseados que afirma que
la solución pertenece a la envolvente convexa de las localidades afectadas, ya
que si consideramos que éstas se encuentran en los puntos {a1, a2, a3}, para
cada x [a1, a2, ..., am] podemos encontrar y [a1, a2, ..., am] de tal forma que

, para todo i = 1, 2, ..., m, con lo que y será preferible a x.
Es decir, la búsqueda de la mejor ubicación para un centro deseado podemos
restringirla a [a1, a2, ..., am].

Sin embargo, en el caso de que el centro a ubicar sea no deseado, el
siguiente resultado nos obliga a restringir el conjunto dentro del cual queremos
emplazar tal instalación, ya que, de otro modo, cualquier posible ubicación
siempre puede ser estrictamente mejorada:

Proposición 3.2.5. Dados m puntos P1, P2, ..., Pm distintos de un espacio vec-
torial normado ( , ), para cada x existe x* tal que x* x y ade-
más , para todo i {1, 2, ..., m}.

Demostración: 

Dado x , existe i {1, 2, ..., m} tal que x Pi. Supongamos, sin pérdida de
generalidad que i = 1

Para todo , 

el punto , cumple que x* x puesto que, en tal caso, se ten-
dría que cumplir que o que x = Pi, lo que nos conduciría a contradicción.

Además, para dicho punto x*, también se verifica que 

con lo que podemos afirmar que 

Así, para evitar que siempre se pueda realizar la construcción de la
demostración anterior, lo que nos llevaría a que, dada cualquier posible ubica-
ción, siempre es estrictamente mejorable, de aquí en adelante exigiremos la
existencia de una región S, cerrada y acotada, a la que nos tengamos que res-
tringir a la hora de ubicar un centro no deseado. 

λ = 0

≠x∗ = x + λ ⋅ (P
1
− x)

λ >
2

|| x − P
1
||
⋅max{|| x − P

1
||,|| x − P

2
||,…,|| x − Pm ||}

≠∈�2∈

∈|| x − Pi ||>|| x
∗ − Pi ||

≠�2∈�2∈|| ⋅ ||�2

|| y − ai ||≤|| x − ai |||| y − ai ||≤|| x − ai ||
∈∉
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λ⋅ || x − P
1
||=|| x∗ − x ||≤|| x∗ − Pi || + || Pi − x ||, para todo i ∈{1,2,…,m}

|| x∗ − Pi || ≥ λ⋅ || x − P
1
|| − || x − Pi || > 2⋅ || x − Pi || − || x − Pi || = || x − Pi ||

■
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3.3. Dominancia en conjuntos cerrados y acotados

Teniendo en cuenta el comentario anterior, supongamos que, dada una región
S, cerrada y acotada de , queremos determinar la ubicación óptima, dentro
de ella, de un centro no deseado por un conjunto dado de poblaciones 
{a1, a2, ..., am}.

Basándonos en el siguiente teorema, cualquier punto de S-{a1, a2, ..., am}

siempre lo podemos dominar por algún punto de la frontera de S:

Teorema 3.3.1. Sea una norma en , cerrado y acotado, P1, P2, ..., Pm
puntos de y X. Entonces, para todo x S - X, podemos encontrar

tal que .

Demostración: 

Sea x un punto cualquiera de S - X. Por el teorema 3.2.1, existe y X tal que
para todo i = 1, 2, ..., m.

Sea y consideremos el punto

que estará en por construcción. 

Así, x lo podemos escribir como , con lo que 
no puede pertenecer a X y, además, 

de donde obtenemos que ; es decir, cualquier punto de S
que no esté en la envolvente convexa [P1, P2, ..., Pm] lo podemos dominar por
otro punto que está en [P1, P2, ..., Pm].

Así, a la hora de determinar la ubicación óptima, según cualquier cri-
terio coherente, de un centro no deseado, dentro de una región S cerrada y aco-
tada, podemos eliminar en una primera fase de búsqueda, todos estos puntos
dominados, es decir, cualquier punto de S – [a1, a2, ..., am] que no esté en la
frontera de S.

Fr(S) −

|| x − Pi ||≤|| x
∗ − Pi ||

x∗x =
1

λ∗
⋅ x∗ +

λ∗ −1

λ∗
⋅ y

Fr(S)x∗ = λ∗ ⋅ x + (1− λ∗) ⋅ y
λ∗ = max λ ≥ 1;λ ⋅ x + (1− λ) ⋅ y ∈S{ }

|| y − Pi || ≤ || x − Pi ||
∈

x � x∗x∗ ∈Fr(S) − X
∈�2

S ⊂ R2�2|| ⋅ ||

�2

≤
1

λ∗
⋅ || x∗ − Pi || +

λ∗ −1

λ∗
⋅ || x − Pi ||


�


 �

 �


 �


 �

�

�

�	

�

|| x − Pi ||=
1

λ∗
⋅ x∗ +

λ∗ −1

λ∗
⋅ y − Pi =

=
1

λ∗
⋅ (x∗ − Pi ) +

λ∗ −1

λ∗
⋅ ( y − Pi ) ≤

≤
1

λ∗
⋅ || x∗ − Pi || +

λ∗ −1

λ∗
⋅ || y − Pi ||≤
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Cabe preguntarse si será posible proceder de la misma forma con los
puntos de , dominándolos por puntos del propio conjunto o bien
por puntos de . Sin embargo, la respuesta a esta cuestión no es, en
general, afirmativa, como pondremos de manifiesto tras las dos siguientes pro-
posiciones:

Proposición 3.3.1. Sean A, B, y C y x [A, B, C]. Entonces 

Demostración: 

Puesto que x [A, B, C], sabemos que existen tales 

que con , con lo que x lo podemos escribir

como 

Por tanto, también podemos afirmar, en virtud de las propiedades de
las normas, que 

y sumando ambas desigualdades obtenemos el resultado propuesto.

Proposición 3.3.2. Sea X = [P1, P2, ..., Pm] y sea T de tal forma que el
interior de T X no sea vacío; es decir, Ø.

Entonces, para cada x y para cada i = 1, 2, ..., m, existe
y tal que .

Demostración:

Sea i {1, 2, ..., m} y x . Sabemos que existe x > 0 tal que

Como x , entonces x Xo y por tanto, x Pi. Consideremos

el punto con 

En consecuencia, y puesto que (T ∩ X )o∈

λ = 1+
r

|| x − Pi ||
y = λ ⋅ x + (1− λ) ⋅ Pi

≠∈(T ∩ X )o∈

B(x,r)⊂ (T ∩ X )

(T ∩ X )o∈∈

|| y − Pi || >|| x − Pi ||(T ∩ X )o∈
(T ∩ X )o∈

(T ∩ X )o ≠∩
⊂ R2

x = α ⋅ A+ β ⋅ B + (1−α − β) ⋅C
α + β + γ = 1x = α ⋅ A+ β ⋅ B + γ ⋅C

α,β,γ ∈[0,1]∈

∈�2∈

Fr(S) − X
S ∩ XS ∩ X

|| x − A || + || x − B || ≤ ||C − A || + ||C − B ||

|| x − A || = || α ⋅ A+ β ⋅ B + (1−α − β) ⋅C − A || =

=|| (α −1) ⋅ ( A− C) + β ⋅ (B − C) ||≤ (1−α )⋅ || A− C || +β⋅ || B − C ||

|| x − B || =|| α ⋅ A+ β ⋅ B + (1−α − β) ⋅C − B ||=

= || (β −1) ⋅ (B − C) +α ⋅ ( A− C) || ≤ α⋅ || A− C || +(1− β)⋅ || B − C ||
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es decir, y 

Despejando convenientemente de la construcción de y podemos

obtener que , con lo que 

El siguiente teorema afirma que, siendo X = [P1, P2, ..., Pm] y 
bajo unas hipótesis mínimas, no podemos, en general, dominar los puntos de 
(X S) por puntos del propio (X S)

Teorema 3.3.2. Siendo X = [P1, P2, ..., Pm] tal que (X S Ø, para todo 
x (X S) existe y (X S) y existe i {1, 2, ..., m} de tal forma que

Es decir, ningún punto de X S domina a todos los puntos de X S.

Demostración: 

Si x (X S , podemos aplicar la anterior proposición 3.3.2 al conjunto T = S,
con lo que existe y X S tal que, por ejemplo, para i = 1, se tiene que

, con lo que habríamos terminado.

Así, supongamos que x Fr(X S). Puesto que (X S Ø, sabe-
mos que existe t (X S y consideremos la partición de la poligonal X en
triángulos de vértice común t y los otros vértices que sean vértices consecutivos
de X.

Por tanto, existen i, j {1, 2, ..., m} tales que i j, cumpliendo ade-
más que x [Pi, Pj, ..., t]. Por la proposición 3.3.1, sabemos que 

Por tanto se cumple que o que 
puesto que si 

|| x − Pj || ≤ || t − Pj |||| x − Pi || ≤ || t − Pi ||

∈
≠∈

)o∩∈
)o ≠∩∩∈

|| y − P
1
|| > || x − P

1
||

∩∈
)o∩∈

∩∩

|| y − Pi || >|| x − Pi ||
∈∩∈∩∈

)o ≠∩

∩∩

x =
1

λ
⋅ y +

λ −1

λ
⋅ Pi

B(x,r)⊂ (T ∩ X )∈
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|| x − y || = (λ −1)⋅ || x − Pi || =
r

|| x − Pi ||
⋅ || x − Pi || = r

|| x − Pi ||=
1

λ
⋅ || y − Pi || <|| y − Pi ||

|| x − Pi || + || x − Pj || ≤ || t − Pi || + || t − Pj ||

|| x − Pi || >|| t − Pi ||

|| x − Pj || >|| t − Pj ||

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪
⇒|| x − Pi || + || x − Pj || >|| t − Pi || + || t − Pj ||
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Supongamos sin pérdida de generalidad que 

Puesto que si ya habríamos terminado, suponga-

mos además que 

En este caso, aplicando la proposición 3.3.2 al conjunto T = S, pode-
mos afirmar que existe y (X S) tal que , lo que
pone fin a esta demostración.

Por otra parte, en general, tampoco podemos dominar los puntos de
X S por puntos de Fr(S) – X, como se puede observar a la luz del siguiente
ejemplo, con lo que, en general, los puntos de X S no los podemos eliminar
como posibles ubicaciones preferibles, puesto que no los podemos dominar ni
por puntos de X S ni por puntos de Fr(S) – X. Así, los puntos que no pode-
mos reducir en esta primera fase serán los de

EJEMPLO 4

Sea y sean

Los puntos x Fr(S) – X, son de la forma 

con .

El punto y = (1, 2) (X S) pero todos los puntos x Fr(S) – X cum-
plen que , siendo la norma euclídea; es decir, el punto 
y (X S) no está dominado por ninguno de Fr(S) – X∩∈

|| ⋅ |||| y − P
1
|| > || x − P

1
||

∈∩∈

θ ∈ 0,
π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x = (2 + cosθ,2 + senθ)∈

P
1
= (5,0),P

2
= (0,5),P

3
= (0,0)

;(zx − 2)2 + (zy − 2)2 ≤ 1}�2S = (zx , zy )∈{

∩

∩
∩

|| t − Pi || = || x − Pi || < || y − Pi ||∩∈

|| x − Pi || = || t − Pi ||

|| x − Pi || < || t − Pi ||

|| x − Pi || ≤ || t − Pi ||

( X ∩ S)∪ (Fr(S) − X ) = S ∩ (Fr(S)∪ X )

-1

0

2

1

3

4

5

6

-1 0 1 2 3 5 6

P2

P2 P1

y
S

4 ■
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Por tanto, el concepto de dominancia no nos permite reducir los con-
juntos X S ni  Fr(S) – X para cualquier función isótona. Sin embargo, tal reduc-
ción sí que será posible para las funciones asociadas a determinadas políticas
como se pone de manifiesto, por ejemplo, en (Mechrinoudis y Culliane, 1986)
cuando la norma considerada es la euclídea: si la región S es poligonal, las solu-
ciones del problema “maximin”, si se alcanzan en So X equidistan ponderada-
mente de tres de las poblaciones dadas y, si se alcanzan en Fr(S), o son un vér-
tice de la poligonal o equidistan ponderadamente de dos poblaciones dadas. 

∩

∩

Un Modelo Multicriterio de Localización de Centros No Deseados con Pesos82�
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CAPÍTULO IV:

UN MODELO INTEGRADOR PARA PROBLEMAS DE
LOCALIZACIÓN DE UN CENTRO NO DESEADO

modelomulticriterio1  16/10/07  18:48  Página 83



modelomulticriterio1  16/10/07  18:48  Página 84



CAPÍTULO IV: Un modelo integrador para problemas de localización de un centro no
deseado

85 �

Un modelo integrador para problemas de localización de
un centro no deseado

En general, entre los artículos citados en el capítulo 2, en aquellos en los que
únicamente se tienen en cuenta factores medioambientales, se supone, de una
u otra forma, la existencia de una región S cerrada y acotada del plano dentro
de la cual se desea instalar un centro no deseado, una colección de puntos {a1,

a2, ..., am} que representan las localidades afectadas por tal instalación, una
norma definida sobre y unas constantes positivas wi indicando el peso rela-
tivo de cada población en el conjunto de la sociedad.

Los problemas que se abordan en esos trabajos son los correspon-
dientes a los criterios “maximin” y “maxisum” que, como ya hemos indicado
anteriormente, los podemos enunciar respectivamente como: 

- determinar los puntos de S que maximizan la función 

- determinar los puntos de S que maximizan la función 

Aunque ambos problemas tienen solución, puesto que cada una de
estas funciones es continua y la región S del plano es cerrada y acotada, por lo
general, cada uno de ellos se resuelve independientemente a través de vías dife-
rentes. Este capítulo está dedicado a presentar un modelo desde el que es posi-
ble resolver cualquiera de ellos e incluso cualquier otro obtenido a través de la
especificación de un criterio dentro de una amplia familia, obteniendo así una
teoría unificada que nos permitirá aplicar una línea de razonamientos común.

�2

F(x) = min w
1
⋅ || x − a

1
||,w

2
⋅ || x − a

2
||,…,wm⋅ || x − am ||{ }

G(x) =
i=1

m

∑ (wi ⋅ || x − ai ||)
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4.1. Planteamiento del problema

Sea S un subconjunto cerrado y acotado del plano, una norma definida
sobre , {a1, a2, ..., am} puntos del plano que representan el lugar que ocupan
m poblaciones y una aplicación que asocia a cada una de
las localidades ai un valor positivo w(ai) = wi, al que llamaremos peso de la
población ai, y representa el grado de importancia de cada población en el total
de la sociedad.

Llamaremos problema ordenado de localización de un centro no
deseado a la determinación de los puntos x S que maximizan la función objetivo 

donde es la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

y k1, k2, ..., km son m constantes no negativas que vendrán determinadas al
especificar el criterio a seguir y, para descartar el caso trivial, supondremos que
no todas son nulas.

La posibilidad de modelar una amplia familia de problemas de locali-
zación de un centro no deseado sin más que fijar determinados valores para
dichas constantes ki, es la que nos permite ofrecer una teoría unificada para
abordar, con eficiencia, problemas correspondientes a múltiples criterios, entre
los que podemos destacar:

- k1 = 1, k2 = k3 = ... = km = 0, corresponde al criterio “maximin”.

- k1 = k2 = k3 = ... = km = 1, corresponde al criterio “maxisum”.

- fijado j {1, 2, ..., m}, tomar kj = 1 y ki = 0 para todo i j, corres-
ponde al problema de maximizar la distancia entre la j-ésima pobla-
ción más afectada y el centro no deseado a ubicar. Éste es una
extensión del problema “maximin” y se conoce como el problema
de localización del j-ésimo cuantil.

- fijado j {1, 2, ..., m}, tomar ki = 1 para todo i j y ki = 0 para
todo i > j, corresponde al problema de maximizar la suma de las dis-
tancias entre las  poblaciones más afectadas y el centro no deseado
a ubicar. Por lo tanto, es una extensión tanto del problema “maxi-
sum” como del ”maximin” y se conoce como el problema de loca-
lización del j-anticentro (ver (Díaz Bañez y Lozano, 2001) o (Lozano
et al., 1999)).

≤∈

≠∈

σ

∈

w :{a
1
,a

2
,…,am}→ R+

�2

|| ⋅ ||
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f (x) =
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) ||

wσ (1)
⋅ || x − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x − aσ (m)

||
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- si k1 = 1 y para todo i > 1, obtenemos el denomina-
do problema anticentdian (versión continua del problema que se
plantea en (Moreno Pérez y Rodríguez Martín, 1999) o (Colebrook
et al., 1999)) en el que se persigue maximizar la siguiente función
objetivo correspondiente al criterio que se obtiene al combinar de
forma convexa los criterios “maximin” y “maxisum”: 

Además, también podemos utilizar esta función objetivo para obtener
el diagrama de Voronoi ponderado para una norma cualquiera sin más que con-
siderar la curva de nivel 0 de la función objetivo asociada a los valores k1 = -1,

k2 = 1, y ki = 0 para todo i =3, 4, ..., m, aunque estemos violando la condición
de no negatividad para las constantes ki.

En principio, podemos afirmar que nuestro problema siempre tiene
solución puesto que, además de ser S una región cerrada y acotada, la función f
que deseamos maximizar es continua, como se prueba en la siguiente proposición.

Proposición 4.1.1. La siguiente función es continua en todo : 

siendo ai una colección de m puntos de asociados, respectivamente, a las
constantes positivas wi, ki constantes no negativas, una norma definida en

y la permutación en el conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Demostración: 

Sea x0 y, sin pérdida de generalidad y por comodidad en la notación,
supongamos que la permutación que nos permite evaluar la función en dicho
punto, es la identidad, con lo que se cumple que 

- Si todas las desigualdades son estrictas, es decir, si 

por la continuidad de la norma, podemos afirmar que

σ
�2∈

σ�2

|| ⋅ ||
�2

�2

ki = λ ∈[0,1]
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(1− λ) ⋅ min
i=1,2,…,m

wi ⋅ || x − Pi ||( ) + λ ⋅
i=1

m

∑ wi ⋅ || x − Pi ||
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

f (x) =
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) ||

wσ (1)
⋅ || x − aσ (1)

||≤ wσ (2)
⋅ || x − aσ (2)

||≤…≤ wσ (m)
⋅ || x − aσ (m)

||

w
1
⋅ || x

0
− a

1
|| ≤ w

2
⋅ || x

0
− a

2
|| ≤…≤ wm⋅ || x0

− am ||

w
1
⋅ || x

0
− a

1
|| < w

2
⋅ || x

0
− a

2
|| <…< wm⋅ || x0

− am ||
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– es una función continua, con

lo que, como , podemos

afirmar que existe un valor tal que si , enton-

ces , es decir, 

– es una función continua, con

lo que, como , podemos

afirmar que existe un valor tal que si , enton-

ces , es decir, 

– es continua, y como

, podemos afir-

mar que existe tal que si , entonces

, es decir, 

Así, tomando , tenemos que si 
entonces, se cumple que 

con lo que es una función continua.

- Si, por el contrario, alguna de las desigualdades no es estricta, es
decir, si existe i {1, 2, ..., m} tal que ,
consideremos 

Para cualquier valor podemos afirmar que 

– como la función es continua, existe un

valor v1 > 0 tal que si , entonces 

– como la función es continua, existe un valor

v2 > 0 tal que si , entonces 

– como la función es continua, existe un

valor vm > 0 tal que si , entonces || x − x
0
||< v m

hm(x) = wm⋅ || x − am ||

|| x − x
0
||< v

2

h
2
(x) = w

2
⋅ || x − a

2
||

|| x − x
0
||< v

1

h
1
(x) = w

1
⋅ || x − a

1
||

ε > 0

k = max{k
1
,k

2
,…,km}

wi ⋅ || x0
− ai ||= wi+1

⋅ || x
0
− ai+1

||∈

f (x) =
i=1

m

∑ ki ⋅wi ⋅ || x − ai ||

|| x − x
0
||< δδ = min{δ

1
,δ

2
,…,δm−1

}

wm−1
⋅ || x − am−1

|| ≤ wm⋅ || x − am ||gm−1
(x) ≤ 0

|| x − x
0
|| < δm−1

δm−1
> 0

gm−1
(x

0
) = wm−1

⋅ || x
0
− am−1

|| −wm⋅ || x0
− am || < 0

gm−1
(x) = wm−1

⋅ || x − am−1
|| −wm⋅ || x − am ||

||≤ w
3
⋅ || x − a

3
||w

2
⋅ || x − a

2
|g

2
(x) ≤ 0

|| x − x
0
||< δ

2
> 0δ

2

g
2
(x

0
) = w

2
⋅ || x

0
− a

2
|| −w

3
⋅ || x

0
− a

3
|| < 0

g
2
(x) = w

2
⋅ || x − a

2
|| −w

3
⋅ || x − a

3
||

w
1
⋅ || x − a

1
|| ≤ w

2
⋅ || x − a

2
||g

1
(x) ≤ 0

|| x − x
0
|| < δ

1
δ

1
> 0

g
1
(x

0
) = w

1
⋅ || x

0
− a

1
|| −w

2
⋅ || x

0
− a

2
|| < 0

g
1
(x) = w

1
⋅ || x − a

1
|| −w

2
⋅ || x − a

2
||

w
1
⋅ || x − a

1
|| ≤ w

2
⋅ || x − a

2
|| ≤… wm ⋅≤ || x − am ||

| w
1
⋅ || x − a

1
|| −w

1
⋅ || x

0
− a

1
||| <

ε
k ⋅m

| w
2
⋅ || x − a

2
|| −w

2
⋅ || x

0
− a

2
||| <

ε
k ⋅m

...

...
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y sea para los valores

descritos en el apartado anterior.

Sea x tal que . Entonces se tienen que verificar
alguna de las dos siguientes alternativas:

– Si se cumpliera que 

entonces se verificaría que 

– Si, en caso contrario, se cumpliera que 

entonces se verificaría que 

|| x − x
0
||< δ�2∈

δk

δ = min{ν
1
,ν

2
,…,νm,δ1

,δ
2
,…,δ i−1

,δ i+1
,…,δm−1

}
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| wm⋅ || x − am || −wm⋅ || x0
− am ||| <

ε
k ⋅m

w
1
⋅ || x − a

1
|| ≤…≤ wi ⋅ || x − ai || ≤ wi+1

⋅ || x − ai+1
|| ≤…≤ wm || x − am ||

w
1
⋅ || x − a

1
|| ≤…≤ wi+1

⋅ || x − ai+1
|| ≤ wi ⋅ || x − ai || ≤… wm⋅ || x − am ||≤

| f (x) − f (x
0
) | ≤ k

1
⋅ | w

1
⋅ || x − a

1
|| −w

1
⋅ || x

0
− a

1
||| +

+k
2
⋅ | w

2
⋅ || x − a

2
|| −w

2
⋅ || x

0
− a

2
||| +

+…+
+ki ⋅ | wi ⋅ || x − ai || −wi ⋅ || x0

− ai ||| +
+ki+1

⋅ | wi+1
⋅ || x − ai+1

|| −wi+1
⋅ || x

0
− ai+1

||| +
+…+

+km⋅ | wm⋅ || x − am || −wm⋅ || x0
− am ||| <

< k
1
⋅
ε

k ⋅m
+ k

2
⋅
ε

k ⋅m
+…+ km ⋅

ε
k ⋅m

≤ ε

| f (x) − f (x
0
) | ≤ k

1
⋅ | w

1
⋅ || x − a

1
|| −w

1
⋅ || x

0
− a

1
||| +

+k
2
⋅ | w

2
⋅ || x − a

2
|| −w

2
⋅ || x

0
− a

2
||| +

+…+
+ki ⋅ | wi+1

⋅ || x − ai+1
|| −wi ⋅ || x0

− ai ||| +
+ki+1

⋅ | wi ⋅ || x − ai || −wi+1
⋅ || x

0
− ai+1

||| +
+…+

+km⋅ | wm⋅ || x − am || −wm⋅ || x0
− am |||=
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lo que pone fin a la prueba de la continuidad de la función. 

Así, sea cual sea la elección de las constantes, el problema de deter-
minar el máximo de la correspondiente función dentro de una región S cerrada
y acotada, siempre tiene solución; es decir, siempre podemos encontrar un
punto x0 S tal que f(x0) f(x), para todo x S, con lo que habremos determi-
nado una ubicación óptima para nuestro centro no deseado.

Además de la continuidad de nuestra función f(x), también podemos
asegurar que, todo criterio asociado a una elección de las constantes no nega-
tivas ki, cumple el principio de coherencia, subyacente en la definición de la iso-
tonía, como se prueba en la siguiente proposición:

Proposición 4.1.2. Si , para todo {1, 2, ..., m} (es decir, si

) entonces se cumple que 

Demostración:

Sean x e y dos puntos de y sean y las correspondientes permu-
taciones del conjunto {1, 2, ..., m} tales que 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que es la identidad con lo queτ

τσ�2

f ( y) ≤ f (x)y � x
|| y − ai || ≤ || x − ai ||

∈≥∈
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(puesto que wi ⋅ || x0
− ai ||= wi+1

⋅ || x
0
− ai+1

|| )
= k

1
⋅ | w

1
⋅ || x − a

1
|| −w

1
⋅ || x

0
− a

1
||| +

+k
2
⋅ | w

2
⋅ || x − a

2
|| −w

2
⋅ || x

0
− a

2
||| +

+…+
+ki ⋅ | wi+1

⋅ || x − ai+1
|| −wi+1

⋅ || x
0
− ai+1

||| +
+ki+1

⋅ | wi ⋅ || x − ai || −wi ⋅ || x0
− ai ||| +

+…+
+km⋅ | wm⋅ || x − am || −wm⋅ || x0

− am ||| <

< k
1
⋅
ε

k ⋅m
+ k

2
⋅
ε

k ⋅m
+…+ km ⋅

ε
k ⋅m

≤ ε

wσ (1)
⋅ || x − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x − aσ (m)

||

wτ (1)
⋅ || y − aτ (1)

|| ≤ wτ (2)
⋅ || y − aτ (2)

|| ≤…≤ wτ (m)
⋅ || y − aτ (m)

||

w
1
⋅ || y − a

1
|| ≤ w

2
⋅ || y − a

2
|| ≤ …≤ wm⋅ || y − am ||
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Demostraremos esta proposición observando que si 
, para todo i {1, 2, ..., m}, entonces se cumple que 

Consideremos, entonces, i {1, 2, ..., m}: 

- Si , se tiene que 

- Por otra parte, si , entonces existe algún j {1, 2, ..., m} tal
que j < i y . En tal caso, se tiene que cumplir que 

Así, se verifica que , con lo que 

A la hora de determinar los máximos de nuestra función objetivo den-
tro de la región S cerrada y acotada del plano, se podría pensar en la posibilidad
de utilizar resultados clásicos de optimización de funciones de dos variables. Sin
embargo, para su utilización se exige que dicha función sea diferenciable y, des-
graciadamente, la nuestra no lo es, como se puede observar con el ejemplo 5,
con lo que intentar abordar nuestro problema con ellos es, en general, inviable.

Tratando el problema desde otro punto de vista, podríamos fácilmen-
te obtener una notable reducción de las posibles soluciones a nuestro problema
si, dentro de la región S, pudiésemos garantizar la convexidad1 de la función
objetivo, puesto que, en tal caso, sus máximos se encontrarían en la frontera de
S. Lamentablemente esta función, en general, no posee esa propiedad, como
también se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 5

Consideremos la norma euclídea, los puntos a1= (-2, 0), a2= (2, 0),
equiponderados y como región S, el triángulo de vértices (-2, 0), (2, 0) y (0, 2).
La función que nos permite modelar el problema “maximin” es la correspon-
diente a los valores k1= 1 y k2= 0 cuya expresión es 

ki ⋅wi ⋅ || y − ai || ≤ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) |

σ ( j) ≥ i
∈σ (i) < i

σ (i) ≥ i

∈

∈
|| y − ai || ≤ || x − ai ||

wi ⋅ || y − ai || ≤ wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) ||, para todo i ∈{1,2,…,m}

wi ⋅ || y − ai || ≤ wσ ( i)⋅ || y − aσ ( i) || ≤ wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) ||

wi ⋅ || y − ai || ≤ wσ ( j )
⋅ || y − aσ ( j )

|| ≤ wσ ( j )
⋅ || x − aσ ( j )

|| ≤ wσ ( i) || x − aσ ( i) ||⋅

f ( y) =
i=1

m

∑ ki ⋅wi ⋅ || y − ai || ≤
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i) || x − aσ ( i) || = f (x)

1 Para todo par de puntos x, y S y para todo se verifica que f (α ⋅ x + (1−α ) ⋅ y) ≤ α ⋅ f (x) + (1−α ) ⋅ f ( y)α ∈[0,1]∈

■
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Esta función no es diferenciable en ningún punto de la región S de la
forma (2, y) con 0 y 2 puesto que 

Esta función tampoco es convexa puesto que, denotando por

x = (-1, 1) y por y = (1, 1), se cumple que 

Por otra parte, también se cumple que

con lo que, podemos asegurar, que esta función ni es diferenciable ni es convexa.

Sin embargo, técnicas más depuradas de optimización restringida,
suavizan la exigencia de la diferenciabilidad por otra condición menos restricti-
va, como es el carácter Lipschitziano de la función objetivo, cualidad de la que
goza nuestra función, como estaremos en disposición de probar utilizando el
siguiente lema técnico:

Lema 4.1.1. Sean = (u1, u2, ..., um) y = (v1, v2, ..., vm) dos vectores de 
tales que u1 u2 ... um, v1 v2 ... vm, sean y dos permutaciones en el
conjunto {1, 2, ..., m} y definamos

Entonces el máximo de se alcanza cuando ambas permuta-
ciones son la identidad.

F(σ,τ )

τσ≤≤≤≤≤≤
Rm�v�u

f (x) =|| x − a
1
||= 2 =|| y − a

2
||= f ( y)

≤≤
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f (x, y) = min (x + 2)2 + y2 , (x − 2)2 + y2
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

lim
h→0+

f (h, y) − f (0, y)

h
= lim

h→0+

(h − 2)2 + y2 − 4 + y2

h
=

−2

4 + y2

lim
h→0−

f (h, y) − f (0, y)

h
= lim

h→0−

(h + 2)2 + y2 − 4 + y2

h
=

2

4 + y2

F(σ,τ ) =
i=1

m

∑ uσ ( i) ⋅ vτ ( i)

�
�

�
�

� �

�

f
1

2
⋅ x +

1

2
⋅ y

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= f (0,1) = 5 >

> 2 =
1

2
⋅ 2 +

1

2
⋅ 2 =

=
1

2
⋅ f (x) +

1

2
⋅ f ( y)

■
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Demostración:

Es evidente que existe una matriz X de tamaño m x m de ceros y unos tenien-
do un único uno por cada fila y columna de tal forma que se cumple que 

Así, habremos probado el resultado propuesto si comprobamos que,
en tal caso, siendo Im la matriz identidad de tamaño m x m, se cumple que 

Probaremos esta desigualdad por inducción sobre el tamaño de la matriz:

- Para m = 1 es trivialmente cierta puesto que 

- Para m = 2 la desigualdad también es cierta puesto que:

– si X = I2, se verifica trivialmente 

– si , se cumple que 

puesto que ya que y ya que .

- Así, supongamos que se verifica la desigualdad para un cierto 
y comprobemos que se verifica para m + 1.

– Si xm+1,m+1 = 1, entonces siendo Xm+1 la matriz resultante al eli-
minar la última fila y columna de la matriz X, el vector resul-
tante de eliminar la última componente del vector y el vec-
tor resultante de eliminar la última componente del vector se
obtiene que 

�v
∗

�v�u
∗

�u

m∈�

v
1
≤ v

2
v

2
− v

1
≥ 0u

1
≤ u

2
u

1
− u

2
≤ 0

X =
0 1

1 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

u
1
⋅ v

1
≤ u

1
⋅ v

1
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F(σ,τ ) =
i=1

m

∑ uσ ( i) ⋅ vτ ( i) =
�u ⋅ X ⋅ t�v

�u ⋅ X ⋅ t�v ≤ �u ⋅ Im ⋅
t�v

�u ⋅ X ⋅ t�v = u
1
⋅ v

2
+ u

2
⋅ v

1
= u

1
⋅ (v

2
− v

1
+ v

1
) + u

2
⋅ (v

1
− v

2
+ v

2
) =

= u
1
⋅ (v

2
− v

1
) + u

2
⋅ (v

1
− v

2
) + u

1
⋅ v

1
+ u

2
⋅ v

2
=

= (u
1
− u

2
) ⋅ (v

2
− v

1
) + u

1
⋅ v

1
+ u

2
⋅ v

2
≤ u

1
⋅ v

1
+ u

2
⋅ v

2
= �u ⋅ I

2
⋅ t�v

�u ⋅ X ⋅ t�v = ∗
�u ⋅ Xm+1

⋅ t
∗

�v + um+1
⋅ vm+1

≤

≤ ∗
�u ⋅ Im ⋅

t
∗

�v + um+1
⋅ vm+1

= �u ⋅ Im+1
⋅ t�v
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– En caso contrario, si xi,m+1 = 1 = xm+1,j, denotemos por Xm-1 a la
matriz resultante al eliminar de X las filas i y m + 1 y las colum-
nas j y m + 1, por el vector resultante de eliminar tanto la últi-
ma como la i-ésima componente del vector y el vector resul-
tante de eliminar tanto la última como la  j-ésima componente del
vector . Así, la matriz Xm-1 es de tamaño (m - 1) x (m - 1) y
podemos afirmar que 

(siendo Xm la matriz Xm-1 en la que hemos añadido una fila en la
posición i y una columna en la posición j que tiene un uno en la
posición ij y el resto son ceros, el vector resultante al eliminar
la última componente del vector y el vector resultante al
eliminar la última componente del vector ).

Teorema 4.1.1. f(x) verifica una condición de Lipschitz. Concretamente, siendo
y para todo i = 1, 2, ..., m – 1, se cumple que 

siendo la constante 

Demostración:

Si, tomados dos puntos x e y de S, tienen asociados la misma permutación ,
es decir, 

entonces, utilizando el lema anterior, se verifica que 

σ

M =
i=1

m

∑ kμ ( i)wν ( i)

wν ( i) ≤ wν ( i+1)
kμ ( i) ≤ kμ ( i+1)

�v
∗

�v�u
∗

�u

�v

∗∗
�v�u

∗∗
�u
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�u ⋅ X ⋅ t�v = ∗∗
�u ⋅ Xm−1

⋅ t∗∗
�v + ui ⋅ vm+1

+ um+1
⋅ v j ≤

(puesto que ui ≤ um+1
y v j ≤ vm+1

)

≤ ∗∗
�u ⋅ Xm−1

⋅ t
∗∗

�v + ui ⋅ v j + um+1
⋅ vm+1

= ∗
�u ⋅ Xm ⋅

t
∗

�v + um+1
⋅ vm+1

≤

≤ ∗
�u ⋅ Im ⋅

t
∗

�v + um+1
⋅ vm+1

= �u ⋅ Im+1
⋅ t�v

| f (x) − f ( y) |≤ M ⋅ || x − y ||, para todo x, y ∈S

wσ (1)
⋅ || x − aσ (1)

||≤ wσ (2)
⋅ || x − aσ (2)

||≤…≤ wσ (m)
⋅ || x − aσ (m)

||

wσ (1)
⋅ || y − aσ (1)

||≤ wσ (2)
⋅ || y − aσ (2)

||≤…≤ wσ (m)
⋅ || y − aσ (m)

||

| f (x) − f ( y) |=
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i) ⋅ (|| x − Pσ ( i) || − || y − Pσ ( i) ||) ≤

≤
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i) ⋅ || x − Pσ ( i) || − || y − Pσ ( i) || ≤

■
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Si, por el contrario, los puntos x e y no tienen asociados la misma per-
mutación, podemos dividir el segmento I = [x, y] en subsegmentos de tal forma
que, en cada uno de ellos, la permutación asociada sea la misma para todos los
puntos de él. Así, si denotamos por x´e y´ a los vértices de uno de ellos y por 
la permutación correspondiente, en virtud de lo probado anteriormente pode-
mos afirmar que 

lo que, unido a la siguiente desigualdad 

nos permite garantizar la veracidad del enunciado propuesto.

4.2. Determinación de puntos candidatos a solución

Como, en general, no podemos garantizar ni la convexidad ni la dife-
renciabilidad de nuestras funciones objetivo, no podemos utilizar los métodos
clásicos de búsqueda de óptimos. Alternativamente, restringiremos el conjunto
factible de soluciones y así, consideraremos nuestro problema resuelto, si dicho
conjunto lo podemos reducir a un conjunto finito.

Aunque tan drástrica reducción puede que no sea posible para todas
las normas, sí que es posible, por ejemplo, cuando consideremos, entre otras, la
norma euclídea que es la utilizada habitualmente en las aplicaciones prácticas.
De todas formas, las propiedades que estudiamos a continuación nos permiten
restringir sensiblemente el conjunto de puntos candidatos a solución, por lo que
serán de gran ayuda para la construcción de algoritmos de aproximación.

Observemos, en primer lugar, que la solución de los problemas orde-
nados de centros peligrosos puede no ser única, pero podremos eliminar un
punto candidato siempre que encontremos otro que sea igual o mejor que el
anterior. Así, en una primera aproximación, utilizaremos el concepto de domi-
nancia para poner de manifiesto que podemos eliminar los puntos del interior
de S que no sean de la envolvente convexa de los puntos {a1, a2, ..., am}, como
se prueba en la siguiente proposición:

τ
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≤|| x − y || ⋅
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i) ≤ M ⋅ || x − y ||

| f ( ′x ) − f ( ′y ) | ≤ || ′x − ′y || ⋅
i=1

m

∑ ki ⋅wτ ( i) ≤ M ⋅ || ′x − ′y ||

| f (x) − f ( y) |=| ( f (x) − f ( ′x )) + ( f ( ′x ) − f ( ′y )) + ( f ( ′y ) − f ( y)) |≤

≤| f (x) − f ( ′x ) | + | f ( ′x ) − f ( ′y ) | + | f ( ′y ) − f ( y) |

■
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Proposición 4.2.1. Siendo X la envolvente convexa de {a1, a2, ..., am}, existe
algún punto tal que se verifica que 

para todo .

Demostración:

Como la función objetivo es continua y el conjunto S es cerrado y acotado,
sabemos que existe tal que para todo . Si

habríamos terminado; supongamos, entonces, que .

En virtud del teorema 3.3.1, tenemos asegurada la existencia de
algún tal que . Puesto que nuestras funciones objetivo

son isótonas (ver proposición 4.1.2), se tendría que , con lo que
también sería un máximo de f.

Por tanto, con independencia de que pudieran existir otras solucio-
nes, siempre podemos encontrar alguna en el conjunto ; es
decir, podemos eliminar del conjunto factible todos los puntos del conjunto S – X.
Sin embargo, el conjunto sigue siendo demasiado extenso
para nuestro propósito.

Para conseguir reducir aún más el conjunto de posibles soluciones, en
adelante, le exigiremos al conjunto S sobre el que queremos maximizar f (x)

que, además de ser cerrado y acotado, también sea poligonal. En principio, esta
condición puede parecer demasiado restrictiva, pero en el contexto en el que se
plantean los problemas de localización de un centro no deseado, cualquier
región geográfica se puede aproximar tanto como queramos mediante una
región poligonal, con lo que tal restricción es consecuencia de la naturaleza del
problema real que queremos modelar.

Bajo esta hipótesis, el siguiente teorema nos permite reducir el con-
junto de puntos candidatos a óptimos que están en la frontera de S.

Teorema 4.2.1. Si x0 es un máximo de f (x) en la región S, y es una
permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

entonces existe algún punto tal que verificando que 

donde es, o bien un vértice de S o bien existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que ∈x∗

f (x∗) = f (x
0
)x∗ ∈Fr(S)

σx
0
∈Fr(S)

S ∩ (Fr(S)∪ X )

S ∩ (Fr(S)∪ X )

x∗
f (x

0
) ≤ f (x∗)

x
0
� x∗x∗ ∈Fr(S) − X

x
0
∈S − XS ∩ Xx

0
∈

x ∈Sf (x) ≤ f (x
0
)x

0
∈S

x ∈S
f (x) ≤ f (x∗)x∗ ∈( S ∩ X )∪ (Fr(S) − X )
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wσ (1)
⋅ || x

0
− aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x

0
− aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x

0
− aσ (m)

||

wσ (1)
⋅ || x∗ − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x∗ − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x∗ − aσ (m)

||

wσ ( i)⋅ || x
∗ − aσ ( i) || = wσ ( i+1)

⋅ || x∗ − aσ ( i+1)
||

■

modelomulticriterio1  16/10/07  18:48  Página 96



Demostración:

Si fuera un vértice de S, o si existiera i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

habríamos acabado; supongamos, entonces, que no es un vértice de S y que
para todo i {1, 2, ..., m – 1} se verifica que 

Como toda norma es una función continua, existe tal que para
todo se cumple que 

, para todo i {1, 2, ..., m – 1}

Sea L la arista de S que contiene a y, para cada i {1, 2, ..., m – 1}

definamos los siguientes conjuntos: 

Puede suceder:

- Ø, para todo i {1, 2, ..., m – 1}. En tal caso, tomemos

como el extremo de L más cercano a y consideremos el
conjunto 

que no es vacío, puesto que A, y además, para todo x A, se
cumple que 

, para todo i {1, 2, ..., m – 1}

Sea y tomemos que per-

tenece a A ya que está en L, por estar alineado con y con , y
también cumple que 

Por otra parte, se tiene que 

De todo esto, se sigue inmediatamente que: 

x
0
=

1

λ
⋅ y +

λ −1

λ
⋅ x∗

x
0

x∗

y = λ ⋅ x
0
+ (1− λ) ⋅ x∗λ ∈(1,1+

δ
|| x∗ − x

0
||
)

∈wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) || ≤ wσ ( i+1)
⋅ || x − aσ ( i+1)

||

∈∈x
0

x
0

x∗
∈Li ∩ L =

∈x
0

∈wσ ( i)⋅ || x0
− aσ ( i) || ≤ wσ ( i+1)

⋅ || x
0
− aσ ( i+1)

||

x ∈B(x
0
,δ )

δ > 0

∈
x

0

∈x
0
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wσ ( i)⋅ || x0
− aσ ( i) || = wσ ( i+1)

⋅ || x
0
− aσ ( i+1)

||

wσ ( i)⋅ || x0
− aσ ( i) || < wσ ( i+1)

⋅ || x
0
− aσ ( i+1)

||

Li = {x ∈S |wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) ||= wσ ( i+1)
⋅ || x − aσ ( i+1)

||}

A = {x ∈S |x ∈B(x
0
,δ )∩ L}

|| y − x
0
|| = || λ ⋅ x

0
+ (1− λ) ⋅ x∗ − x

0
|| = (λ −1)⋅ || x∗ − x

0
|| < δ
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Por tanto, lo que, unido a la desigualdad contraria

que se verifica por ser es un máximo de en S, pondría fin a
la demostración.

- Existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que Ø. En tal caso conside-
remos el conjunto 

y sea el elemento de B más cercano a y 

El mismo procedimiento anterior, pero esta vez sobre el conjunto 

nos conduce de nuevo a que , de donde 

En cualquier caso, hemos localizado un punto que es un vértice de
la región S o bien existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que se verifica que

Notemos que, en la búsqueda de óptimos de nuestra función objeti-
vo, este resultado nos permite restringirnos a los puntos de la frontera de S que
sean vértices de la poligonal o pertenezcan a la mediatriz ponderada asociada a
algún par de poblaciones ai. Los siguientes resultados nos asegurarán que tam-
bién podemos restringir, mediante condiciones similares a las anteriores, los
puntos candidatos a solución del interior de S.

∈
x∗

f (x∗) = f (x
0
)f (x

0
) ≤ f (x∗)

δ∗ = min δ,|| x∗ − x
0
||{ }x

0
x∗

≠Li ∩ L∈

f (x)x
0

f (x
0
) ≤ f (x∗)
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f (x
0
) =

i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x0
− aσ ( i) || =

=
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i) ⋅
1

λ
⋅ ( y − aσ ( i) ) +

λ −1

λ
(x∗ − aσ ( i) ) ≤

≤
1

λ
⋅

i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || y − aσ ( i) || +
λ −1

λ
⋅

i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x
∗ − aσ ( i) || =

=
1

λ
⋅ f ( y) +

λ −1

λ
⋅ f (x∗) ≤

1

λ
⋅ f (x

0
) +
λ −1

λ
⋅ f (x∗)

B = {x ∈L |∃i ∈{1,2,…,m −1} con

wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) ||= wσ ( i+1)
⋅ || x − aσ ( i+1)

||}

A = {x ∈S |x ∈B(x
0
,δ ∗)∩ L}

wσ ( i)⋅ || x
∗ − aσ ( i) ||= wi+1

⋅ || x∗ − aσ ( i+1)
||

■
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Teorema 4.2.2. Si es un punto interior de S tal que es un máximo de y
una permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

entonces existe algún punto S tal que verificando que 

donde, o bien o bien existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

Demostración: 

Sea una permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

Puesto que, si existe algún i {1, 2, ..., m} tal que se verifica la igual-
dad habríamos terminado, suponga-

mos que, para todo i {1, 2, ..., m} se cumple que 

Para cada i {1, 2, ..., m} consideremos el conjunto 

- Si para todo i {1, 2, ..., m – 1} se cumple que Ø, enton-
ces la permutación es la misma para todo x S. Por tanto, tome-
mos como x1 cualquier punto de S tal que y tomemos como

, puesto que S. Además, .

Por tanto, podemos escribir x
0
=

1

λ∗
⋅ x∗ +

λ∗ −1

λ∗
⋅ x

1

x∗ = λ∗ ⋅ x
0
+ (1− λ∗) ⋅ x

1
∈Fr(S)∈x

0
λ∗ ≥ 1

λ∗ = max{λ ∈R |λ ⋅ x
0
+ (1− λ) ⋅ x

1
∈S}

x
1
≠ x

0

∈σ
Li ∩ S =∈

∈

∈

wσ ( i)⋅ || x0
− aσ ( i) || = wσ ( i+1)

⋅ || x
0
− aσ ( i+1)

||
∈

σ

∈x∗ ∈Fr(S)

f (x∗) = f (x
0
)∈x∗

σ
f (x)x

0

CAPÍTULO IV: Un modelo integrador para problemas de localización de un centro no
deseado

99 �

wσ (1)
⋅ || x

0
− aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x

0
− aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x

0
− aσ (m)

||

wσ (1)
⋅ || x∗ − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x∗ − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x∗ − aσ (m)

||

wσ (1)
⋅ || x

0
− aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x

0
− aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x

0
− aσ (m)

||

wσ ( i)⋅ || x0
− aσ ( i) || < wσ ( i+1)

⋅ || x
0
− aσ ( i+1)

||

Li = {x ∈S |wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) || = wσ ( i+1)
⋅ || x − aσ ( i+1)

||}

f (x
0
) =

i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x0
− aσ ( i) || =

wσ ( i)⋅ || x
∗ − aσ ( i) || = wσ ( i+1)

⋅ || x∗ − aσ ( i+1)
||
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Así, siguiendo el mismo procedimiento anterior, se tiene que 

Por tanto, lo que implica que y está
en la frontera de S

- Si, en caso contrario, existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que S Ø,
consideremos el conjunto 

- Como todas las desigualdades que definen a A son estrictas en ,

entonces es un punto interior de A y, por la continuidad de la

norma, podemos afirmar que existe tal que 

Sea x1 cualquier punto de tal que y tomemos

como 

De nuevo, podemos afirmar que , puesto que .
Sea , entonces

– o bien, Fr(S), con lo que el mismo razonamiento del caso
anterior nos conduciría a que y habríamos acaba-
do la demostración.

– o bien, Fr(A), con lo que existiría i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

y de nuevo, el mismo razonamiento anterior nos conduciría a
que , con lo que, de cualquier forma, podemos
garantizar la veracidad del teorema.

Además, podemos ser un poco más precisos en las conclusiones del
teorema anterior, y utilizar el siguiente para reducir todavía más el conjunto
posibles soluciones del interior de S.

f (x∗) = f (x
0
)

∈∈x∗

f (x∗) = f (x
0
)

∈x∗

x∗ = λ∗ ⋅ x
0
+ (1− λ∗) ⋅ x

1

B(x
0
,δ )⊂ A∈x

0
λ∗ ≥ 1

λ∗ = max{λ ∈R |λ ⋅ x
0
+ (1− λ) ⋅ x

1
∈A}

x
1
≠ x

0
B(x

0
,δ )⊂ A

B(x
0
,δ )⊂ Aδ > 0

x
0

x
0

≠Li ∩∈

f (x∗) = f (x
0
)x∗f (x

0
) ≤ f (x∗)
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=
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i) ⋅
1

λ∗
⋅ (x∗ − aσ ( i) ) +

λ∗ −1

λ∗
⋅ (x

1
− aσ ( i) ) ≤

≤
1

λ
⋅

i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x
∗ − aσ ( i) || +

λ∗ −1

λ∗
⋅

i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || x1
− aσ ( i) || =

=
1

λ∗
⋅ f (x∗) +

λ∗ −1

λ∗
⋅ f (x

1
) ≤

1

λ∗
⋅ f (x∗) +

λ∗ −1

λ∗
⋅ f (x

0
)

A = x ∈S |{ wσ (1)
⋅ || x − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x − aσ (m)

||}

wσ ( i)⋅ || x
∗ − aσ ( i) || = wσ ( i+1)

⋅ || x∗ − aσ ( i+1)
||

■
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Teorema 4.2.3. Si es un punto interior de S tal que es un máximo de ,

entonces existe algún punto tal que verificando que, o bien

o bien existe una permutación del conjunto {1, 2, ..., m} y existen

i, j {1, 2, ..., m – 1} con i j tales que se verifican las dos siguientes igualdades: 

Demostración: 

Sea un punto interior de S tal que es un máximo de y la permutación
del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

En virtud del teorema anterior, podemos asegurar que existe un
punto S tal que y, o bien Fr(S), o bien, existe 
i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

Puesto que si Fr(S) habríamos acabado, supongamos que existe
i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

Consideremos los siguientes conjuntos:

- 

- 

- 

- T = T
1
∪T

2

≤ wτ ( i)⋅ || x − aτ ( i) || ≤ wτ ( i+2)
⋅ || x − aτ ( i+2)

|| ≤…≤ wτ (m)
⋅ || x − aτ (m)

||}

wτ (1)
⋅ || x − aτ (1)

|| ≤…≤ wτ ( i−1)
⋅ || x − aτ ( i−1)

|| ≤ wτ ( i+1)
⋅ || x − aτ ( i+1)

|| ≤

T
2
= {x ∈S |

≤ wτ ( i+1)
⋅ || x − aτ ( i+1)

|| ≤ wτ ( i+2)
⋅ || x − aτ ( i+2)

|| ≤…≤ wτ (m)
⋅ || x − aτ (m)

||}

wτ (1)
⋅ || x − aτ (1)

|| ≤…≤ wτ ( i−1)
⋅ || x − aτ ( i−1)

|| ≤ wτ ( i)⋅ || x − aτ ( i) || ≤

T
1
= {x ∈S |

L = {x ∈S |wτ ( i)⋅ || x − aτ ( i) || = wτ ( i+1)
⋅ || x − aτ ( i+1)

||}

∈
∈x∗

∈
∈x∗f (x∗)=f (x

0
)∈x∗

τf (x)x
0

≠∈

σ�x ∈Fr(S)

f (x
0
) = f ( �x)�x ∈S�x ∈S

f (x)x
0

wσ ( i)⋅ || �x − aσ ( i) || = wσ ( i+1)
⋅ || �x − aσ ( i+1)

||

wσ ( j )
⋅ || �x − aσ ( j )

|| = wσ ( j+1)
⋅ || �x − aσ ( j+1)

||

wτ (1)
⋅ || x

0
− aτ (1)

|| ≤ wτ (2)
⋅ || x

0
− aτ (2)

|| ≤…≤ wτ (m)
⋅ || x

0
− aτ (m)

||

wτ ( i)⋅ || x
∗ − aτ ( i) || = wτ ( i+1)

⋅ || x∗ − aτ ( i+1)
||

wτ ( i)⋅ || x
∗ − aτ ( i) || = wτ ( i+1)

⋅ || x∗ − aτ ( i+1)
||
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Puesto que si Fr(S) habríamos terminado, supongamos que
existe tal que . Distingamos ahora las dos siguientes posibili-
dades (esquemas en la figura 4.1):

- La mediatriz L se interseca con alguna otra mediatriz y/o con la
frontera de S. En tal caso, denotemos por al punto más cercano a

de entre todos los puntos de intersección y sea x∗
�x�x

B(x∗,δ )⊂ Tδ > 0

∈x∗

x*

x
1

x~

S

L

L' L''

S

L

L'

L''

x*

x
1

x~

x
1
'

x'~

x
1
=

δ
|| x∗ − �x ||

+1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ x∗ −

δ
|| x∗ − �x ||

⋅ �x

Caso I: La mediatriz L se interseca con Fr(S) y/o con otra mediatriz

Caso II: La mediatriz L no se interseca con Fr(S) ni con otra mediatriz
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Puesto que, por una parte, tanto como están en T1 T2, y por
otra parte, x1 estará en T1 o en T2 puesto que y 

, podemos afirmar que existe una permutación ,
común a los tres puntos, que nos permite evaluar la función f

Puesto que el punto lo podemos reescribir como 

obtenemos que 

De donde se deduce que, lo que, unido a la desigual-
dad contraria que se verifica por ser es un máximo de en S,
pondría fin a la demostración.

- La mediatriz L no se interseca con ninguna otra mediatriz ni con la
frontera de S. En tal caso, en virtud de la proposición 4.3.2, pode-
mos elegir con 

Observemos que tanto x1 como están tanto en T1 como en T2. Así

cumplirá que puesto que T∈x∗λ∗ ≥ 1

x∗

x
1
≠ x∗x

1
∈(L∩ B(x∗,δ ))

f (x)x∗
f (x∗) ≤ f ( �x)

x∗

ρB(x∗,δ )⊂ T
|| x

1
− x∗ || = δ
∩�x�xx∗
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x∗ =
|| x∗ − �x ||
|| x∗ − �x || + δ

⋅ x
1
+

δ
|| x∗ − �x || + δ

⋅ �x

f (x∗) =
i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i)⋅ || x
∗ − aρ( i) || =

=
i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i) ⋅
|| x∗ − �x ||
|| x∗ − �x || + δ

⋅ (x
1
− aρ( i) ) +

δ
|| x∗ − �x || + δ

( �x − aρ( i) ) ≤

≤
|| x∗ − �x ||
|| x∗ − �x || + δ

⋅
i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i)⋅ || x1
− aρ( i) || +

+
δ

|| x∗ − �x || +δ
⋅

i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i)⋅ || �x − aρ( i) || =

=
|| x∗ − �x ||
|| x∗ − �x || + δ

⋅ f (x
1
) +

δ
|| x∗ − �x || + δ

⋅ f ( �x) ≤

≤
|| x∗ − �x ||
|| x∗ − �x || + δ

⋅ f (x∗) +
δ

|| x∗ − �x || + δ
⋅ f ( �x)

λ∗ = max{λ ∈R |λ ⋅ x∗ + (1− λ) ⋅ x
1
∈T}
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Además el punto estará en T1 o en T2, pero,
de cualquier forma, la permutación que nos permite evaluarlo es la
misma para , y 

Denotándola por y puesto que , obtenemos
que 

De donde se deduce que, lo que, unido a la desigual-
dad contraria que se verifica por ser es un máximo de en T,
nos lleva a que en también se alcanza el máximo de la función
objetivo y, reiterando este proceso o el descrito en el caso anterior,
a lo sumo tantas veces como mediatrices, también pondríamos fin a
la demostración de este teorema.

En conclusión, podemos afirmar que, siendo S una región poligonal,
cerrada y acotada, {a1, a2, ..., am} puntos del plano y X su envolvente convexa,
entonces existe algún punto en el conjunto que es máximo
global de nuestra función f sobre S, siendo

- V el conjunto de vértices de S.

- I el conjunto de puntos x de la frontera de S tales que existe alguna
pareja (ai, aj) de puntos distintos de {a1, a2, ..., am} verificando que

- E el conjunto de puntos x interiores de S tales que existen dos pare-
jas distintas (ap, aq) y (ar, as) de puntos distintos de {a1, a2, ..., am}

verificando que 

V ∪ I ∪ (E∩ X )

�x
f (x)x∗

f (x∗) ≤ f ( �x)

x∗ =
1

λ∗
⋅ �x +

λ∗ −1

λ∗
⋅ x

1
ρ

x
1

�xx∗

�x = λ∗ ⋅ x∗ + (1− λ∗) ⋅ x
1
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f (x∗) =
i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i)⋅ || x
∗ − aρ( i) ||=

=
i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i) ⋅
1

λ∗
⋅ ( �x − aρ( i) ) +

λ∗ −1

λ∗
(x

1
− aρ( i) ) ≤

≤
1

λ∗
⋅

i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i)⋅ || �x − aρ( i) || +
λ∗ −1

λ∗
⋅

i=1

m

∑ ki ⋅wρ( i)⋅ || x1
− aρ( i) || =

=
1

λ∗
⋅ f ( �x) +

λ∗ −1

λ∗
⋅ f (x

1
) ≤

1

λ∗
⋅ f ( �x) +

λ∗ −1

λ∗
⋅ f (x∗)

wi ⋅ || x − ai || = wj ⋅ || x − aj ||

wp ⋅ || x − ap || = wq ⋅ || x − aq || wr ⋅ || x − ar || = ws ⋅ || x − as ||y

■
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En ocasiones, este conjunto podría reducirse aún más y así, por ejem-
plo, las soluciones para el problema “maxisum” sobre una región poligonal
siempre se encontrarán en alguno de sus vértices, puesto que la correspondien-
te función objetivo es, evidentemente, convexa, ya que es 

En general, juegan un papel fundamental los conjuntos que nos per-
miten seleccionar, tanto de la frontera de S como de la envolvente convexa de
los puntos afectados, un conjunto de puntos candidatos a solución de cualquie-
ra de nuestros problemas de localización de un centro no deseado. Dediquemos
el final de este capítulo a poner de relieve algunas diferencias estructurales de
dichos conjuntos y algunas propiedades invariantes para diferentes normas. 

4.3. Mediatrices

Sea un espacio vectorial normado sobre y sean P y Q dos puntos
distintos de a los que tenemos asociados dos magnitudes escalares positivas
wp y wq, respectivamente. Llamaremos mediatriz ponderada (o mediatriz, abu-
sando del término) relativa a los puntos  P y a Q, al conjunto 

Las propiedades geométricas y/o topológicas de estos conjuntos pue-
den ser sensiblemente diferentes al utilizar una norma u otra, como se puede
observar en los dos siguientes ejemplos:

EJEMPLO 6

En el caso en el que la norma sea la euclídea, los conjuntos M (P, Q) son

- si wp = wq, rectas perpendiculares al segmento que une P con Q y
que pasan por el punto medio.

- si wp ≠ wq, circunferencias de centro C y radio r siendo 

R2

R2(R2,|| ⋅ ||)
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f (x) =
i=1

m

∑ wi ⋅ || x − aσ ( i) ||

M (P,Q) = x ∈R2
tales que wP ⋅ || x − P ||= wQ ⋅ || x −Q ||{ }

C =
wP

2

wP
2 − wQ

2
⋅ P −

wQ
2

wP
2 − wQ

2
⋅Q ; r =

wP ⋅wQ ⋅ || P −Q ||

| wP
2 − wQ

2 |

■
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EJEMPLO 7

Sin embargo, en general, la dimensión del conjunto de puntos que equidisten
de dos puntos dados, no tiene que ser uno, como sucede en el caso en el que
nuestra norma sea, por ejemplo, la 1 definida como 

Considerando los puntos P = (–1, 1) y Q = (1, –1), el conjunto 

sombreado en la figura, lo
podemos expresar como

siendo

Como se muestra a continuación, independientemente de la norma
utilizada, los conjuntos cerrados nunca son vacíos.

Proposición 4.3.1. Siendo P y Q dos puntos distintos de , y siendo wP
y wQ dos escalares positivos, se cumple que 

Demostración: 

El punto puesto que 
wP

wP + wQ

⋅ P +
wQ

wP + wQ

⋅Q ∈M (P,Q)

(R2,|| ⋅ ||)

M (P,Q)

M (P,Q) = M
1
∪ M

2
∪ M

3

|| (x, y) ||
1
=| x | + | y ||| ⋅ ||
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M (P,Q) = {x ∈R2
tales que || x − P ||

1
= || x −Q ||

1
}

M (P,Q) = {x ∈�2
tales que wP ⋅ || x − P ||= wQ ⋅ || x −Q ||}≠

wP ⋅ ||
wP

wP + wQ

⋅ P +
wQ

wP + wQ

⋅Q − P || =
wP ⋅wQ

wP + wQ

⋅ || P −Q ||

wQ ⋅ ||
wP

wP + wQ

⋅ P +
wQ

wP + wQ

⋅Q −Q || =
wP ⋅wQ

wP + wQ

⋅ || P −Q ||

M
1
= (x, y)∈R2 |min{−x,− y}≥ 1{ }

M
2
= (x, y)∈R2 |x − y = 0{ }

M
3
= (x, y)∈R2 |min{x, y}≥ 1{ }

�

	

Ø

■

■
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CAPÍTULO IV: Un modelo integrador para problemas de localización de un centro no
deseado

107 �

Además, esta demostración nos ha permitido encontrar un punto del
conjunto que está en la recta que pasa por P y por Q (recta que deno-
taremos por RPQ). Independientemente de esa demostración, es sencillo deter-
minar qué puntos de la recta RPQ pertenecen a la mediatriz ponderada, puesto
que serán aquellos con que cumplan que

. Así, para determinarlos bastará con determinar los

valores tales que 

- Existirá alguna solución con < 0 si wP (1 – ) = – wQ; es decir,

si , lo cual sólo sucede cuando wP < wQ puesto que 

hemos supuesto que wP y wQ son positivos.

- Siempre existirá alguna solución con 0 < < 1 puesto que se cum-

ple que 

- Existirá alguna solución con > 0 si wP ( – 1) = wQ; es decir, si 

, lo cual sólo sucede cuando wP > wQ puesto que 

hemos supuesto que wP y wQ son positivos.

En resumen,

- 

- 

Así, puesto que los conjuntos son cerrados y no vacíos, en
la proposición que demostraremos a partir del siguiente lema técnico, probare-
mos que, además, no tienen puntos aislados, es decir, que son conjuntos per-
fectos2 y, por tanto, de la misma cardinalidad que el continuo:

Lema 4.3.1. Sea un espacio normado, x0 un punto cualquiera de y
R una recta cualquiera que pasa por x0. Entonces, para cualquier < 0, existe
algún punto tal que x∗ ∈(R∩ B(x

0
,δ ))x∗ ≠ x

0

δ
R2(R2,|| ⋅ ||)

M (P,Q)

wP

wP + wQ

⋅ P +
wQ

wP + wQ

⋅Q
⎫
⎬
⎪

⎭⎪
si wP ≠ wQ

M (P,Q)∩ RPQ =
wP

wP − wQ

⋅ P −
wQ

wP − wQ

⋅Q,
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

M (P,Q)∩ RPQ =
P +Q

2

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

si wP = wQ

λ =
wP

wP − wQ

> 1

λλλ

λ =
wP

wP + wQ

∈(0,1)

λ

λ =
wP

wP − wQ

< 0

λλλ

wP ⋅ |1− λ | = wQ ⋅ | λ |λ ∈R
wP ⋅ || xλ − P || = wQ ⋅ || xλ −Q ||

λ ∈Rxλ = λ ⋅ P + (1− λ) ⋅Q

M (P,Q)

2 Un conjunto A de un espacio topológico se dice que es perfecto, si es cerrado, no vacío y no tiene puntos aislados.
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Demostración:

Sea y sea x1 R un punto cualquiera tal que x1 ≠ x0. Si las coordena-
das de estos puntos son x0 = (x01, x02) y x1 = (x11, x12), denotemos por 
Q = (x12 – x02, x01 – x11), por k = x02 x11 – x01 x12 y consideremos la función

.

Entonces, el punto cumple que ,

puesto que se verifica que , que

y, también se tiene que 

lo que, en virtud de la proposición 3.2.1, equivale a que está alineado con
xo y con x1 (y, por tanto, en la recta que determinan), lo que pone fin a esta
demostración.

Como comentábamos, haciendo uso de este lema, la siguiente pro-
posición pone de manifiesto que no tiene puntos aislados:

Proposición 4.3.2. Sean P y Q dos puntos distintos de , wP y wQ dos
escalares positivos, y sea tal que 

Entonces, para cualquier < 0, existe tal que y
además

Demostración:

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que , denotemos por

, y consideremos la función w =
wQ

wP

≥ 1

wP ≤ wQ

�x ∈B(x∗,δ )�x ≠ x∗δ

R2∈x∗
(R2,|| ⋅ ||)

M (P,Q)

x∗

|| x∗ − x
0
|| = δ ∗ < δ

F(x
0
) =< x

0
,Q > +k = 0 =< x

1
,Q > +k = F(x

1
)

F(x∗) = 0x∗ = x
0
+ δ∗ ⋅

x
1
− x

0

|| x
1
− x

0
||

F(x) =< x,Q > +k
⋅⋅⋅⋅

∈δ∗ ∈(0,δ )
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F(x∗) =< x
0
+ δ∗ ⋅

x
1
− x

0

|| x
1
− x

0
||

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
,Q > +k =

=< x
0
,Q > +k +

δ∗

|| x
1
− x

0
||
⋅ < x

1
,Q > −

δ∗

|| x
1
− x

0
||
⋅ < x

0
,Q >=

=
δ∗

|| x
1
− x

0
||
⋅ (−k) −

δ∗

|| x
1
− x

0
||
⋅ (−k) = 0

wP ⋅ || x
∗ − P || = wQ ⋅ || x

∗ −Q ||

wP ⋅ || �x − P || = wQ ⋅ || �x −Q ||

■
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que es continua por ser una función continua.

Así, habremos terminado si, fijado cualquier < 0, comprobamos la
existencia de algún punto tal que y además .

Sea y consideremos los puntos 

Tanto x1 como x2 están en 
puesto que se cumple que 

Como si g(x1) = 0 ó g(x2) = 0

habríamos terminado, supongamos
que g(x1) 0 y que g(x2) 0.

Puesto que 

podemos afirmar que 

Además, por otra parte, también se verifica que 

|| x
1
− P || ≥ || x∗ − P || −δ ∗

≠≠

B(x∗,δ )

δ∗ < min{δ,|| x∗ −Q ||}

g( �x) = 0�x ∈B(x∗,δ )�x ≠ x∗
δ

|| ⋅ ||

CAPÍTULO IV: Un modelo integrador para problemas de localización de un centro no
deseado
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g(x) = || x − P || −w ⋅ || x −Q ||

x
1
= 1−

δ∗

|| x∗ −Q ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ x∗ + δ ∗

|| x∗ −Q ||
⋅Q = x∗ − δ ∗

|| x∗ −Q ||
⋅ (x∗ −Q)

|| x
1
− x∗ || = δ ∗ < δ

|| x∗ − P || = || x∗ − x
1
+ x

1
− P || ≤ || x∗ − x

1
|| + || x

1
− P || ≤ δ ∗+ || x

1
− P ||

|| x
1
−Q || = || 1−

δ∗

|| x∗ −Q ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ (x∗ −Q) || =

= 1−
δ∗

|| x∗ −Q ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ || x∗ −Q || = || x∗ −Q || −δ ∗

|| x
2
− x∗ || = δ ∗ < δ

x
2
= 1+

δ∗

||Q − x∗ ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ x∗ −

δ ∗

|| x∗ −Q ||
⋅Q = x∗ +

δ ∗

|| x∗ −Q ||
⋅ (x∗ −Q)

P

Q

x*

δ*

x* δ*

x
1

x
2

x
1

x
2

M(P,Q)
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Un Modelo Multicriterio de Localización de Centros No Deseados con Pesos110�

Por tanto, se cumple que 

y, como hemos supuesto que g(x1) 0, se tiene que cumplir que g(x1) > 0.

Razonando análogamente sobre x2 podemos afirmar que 

con lo que, también se cumple que 

y, como hemos supuesto que g(x2) 0, se tiene que cumplir que g(x2) < 0

Por último, consideremos cualquier recta R que, pasando por , no
sea la determinada por x1, y x2. Por el lema 4.3.1, podemos afirmar la exis-
tencia de algún punto x3 tal que x3 que, por construcción,
no estará en la recta que determinan x1, y x2.

Si g(x3) = 0, hemos terminado.

Si g(x3) < 0, la continuidad de g nos permite afirmar la existencia de
tal que cumple que y puesto

que es un conjunto convexo al que pertenecen x1 y x3.

Del mismo modo, si g(x3) > 0, existirá de tal forma que el

punto cumple que y puesto que

es un conjunto convexo al que pertenecen x1 y x3.

Tras haber puesto de manifiesto algunas de las propiedades topológi-
cas de los conjuntos , observemos también algunas propiedades geo-
métricas, teniendo en cuenta la construcción que se detalla a continuación: 

Sea un espacio vectorial normado sobre y sean P y Q dos
puntos distintos de a los que tenemos asociados dos magnitudes escalares
positivas wP y wQ, respectivamente. Denotaremos por 

R2

R2(R2,|| ⋅ ||)

M (P,Q)

B(x∗,δ ∗))
B(x∗,δ ∗))�x ∈�x ≠ x∗�x = �λ ⋅ x

2
+ (1− �λ) ⋅ x

3

�λ ∈[0,1]

B(x∗,δ ∗))

δ∗))�x ∈B(x∗,�x ≠ x∗�x = �λ ⋅ x
1
+ (1− �λ) ⋅ x

3

�λ ∈[0,1]

x∗
∈(R∩ B(x∗,δ ∗))x∗≠

x∗
x∗

≠

≠

g(x
1
) ≥ || x∗ − P || −δ ∗ − w⋅ || x∗ −Q || +w ⋅δ ∗ = δ∗(w −1) ≥ 0

|| x
2
− P ||=|| x

2
− x∗ + x∗ − P ||≤|| x

2
− x∗ || + || x∗ − P ||≤ δ ∗+ || x∗ − P ||

|| x
2
−Q ||=|| 1+

δ∗

|| x∗ −Q ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ (x∗ −Q) ||=

= 1+
δ∗

|| x∗ −Q ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ || x∗ −Q ||=|| x∗ −Q || +δ ∗

g(x
2
) ≤ || x∗ − P || + δ ∗ − w ⋅ || x∗ −Q || −w ⋅δ ∗ = δ∗(1− w) ≤ 0

■
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Para todo punto x P, llamaremos “punto base de x respecto a
P” al único punto xP del rayo que pertenece al conjunto CP; es decir, al
punto con tal que wP . El valor 

correspondiente, obtenido de resolver la ecuación es 

con lo que

de donde, siendo 2 la norma euclídea, se cumple que 

o equivalentemente 

Análogamente, para todo punto x Q, llamaremos “punto base de
x respecto a Q” al único punto xQ del rayo que pertenece al conjunto CQ
que, razonando de la misma forma, resulta ser 

verificándose también que 

Qx
� ��≠

|| ⋅ ||

λ =
1

wp ⋅ || x − P ||

wP ⋅ λ⋅ || x − P || = 1

λ| x − P || = 1λ ≥ 0xP = λ ⋅ x + (1− λ) ⋅ P
Px
� ��≠

CAPÍTULO IV: Un modelo integrador para problemas de localización de un centro no
deseado
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CP = C P,
1

wP

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= x ∈R2

tales que wP ⋅ || x − P || = 1{ }

CQ = C Q,
1

wQ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = x ∈R2

tales que wQ ⋅ || x −Q || = 1{ }

xP =
1

wP ⋅ || x − P ||
⋅ x + 1−

1

wP ⋅ || x − P ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ P

|| xP − P ||
2
=
|| x − P ||

2

wP ⋅ || x − P ||

wP ⋅ || x − P || =
|| x − P ||

2

|| xP − P ||
2

xQ =
1

wQ ⋅ || x −Q ||
⋅ x + 1−

1

wQ ⋅ || x −Q ||

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅Q

wQ ⋅ || x −Q || =
|| x −Q ||

2

|| xQ −Q ||
2
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Puesto que anteriormente hemos determinado qué puntos de la recta
que une P y Q son de la mediatriz, el siguiente lema nos permite determinar, a
través de un procedimiento geométrico, los restantes puntos de la mediatriz.

Lema 4.3.2. Para todo x , la recta que pasa por los puntos base xP y
xQ, es paralela a la recta que pasa por P y por Q. Inversamente, si hay dos pun-
tos U y V en CP y CQ respectivamente, tales que la recta que pasa por ellos es
paralela y distinta a la que pasa por P y por Q y además los rayos y se
cortan, entonces la intersección es un punto de la mediatriz.

Demostración: 

Considerando los triángulos de vértices y , los lados y son
paralelos si y sólo si 

lo que, en virtud del comentario anterior, equivale a que x puesto
que .

Así, si consideramos un punto U en CP, podemos preguntarnos qué
puntos de la mediatriz lo tienen como punto base respecto a P. Por supuesto,
serán puntos del rayo y, por el lema anterior, cumplirán que su correspon-
diente punto base respecto a Q, además de estar en CQ, debe pertenecer a la
recta que pasa por U y es paralela a la que pasa por P y por Q.

En general, esta intersección sólo puede ser vacía, o ser únicamente
uno o dos puntos, o ser un segmento o una semirrecta (ver figura 4.2 con ejem-
plos de cada uno de los casos).

Sin embargo, podemos ser más específicos cuando se verifica que 
wP >wQ, como se pone de manifiesto en el siguiente lema:

Lema 4.3.3. Si wP >wQ , entonces cualquier rayo que parta de P corta a la 

mediatriz en un único punto. Además, .

Demostración: 

Sea x un punto cualquiera de y consideremos la siguiente función

.g : R+ → R

R2

M (P,Q)⊂ B P,
wQ ⋅ || P −Q ||

wP − wQ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

PU
� ���

wP ⋅ || x − P || = wQ ⋅ || x −Q ||
M (P,Q)∈

xPxQPQxPxxQ

�
PxQ�

QV
� ���

PU
� ���

M (P,Q)∈
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|| x − P ||
2

|| xP − P ||
2

=
|| x −Q ||

2

|| xQ −Q ||
2

g(λ) = wQ ⋅ || (P + λ ⋅ (x − P)) −Q || −wP ⋅ || (P + λ ⋅ (x − P)) − P ||=

= wQ ⋅ || (P + λ ⋅ (x − P)) −Q || −λ ⋅wP ⋅ || x − P ||

■
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CAPÍTULO IV: Un modelo integrador para problemas de localización de un centro no
deseado
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Figura 4.2.
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El punto estará en si y sólo si .

Esa función es convexa, ya que, para todo y para todo 
positivos se cumple que 

Además, por una parte se cumple que es positivo,
y por otra parte, en virtud de la propiedad triangular de la norma, se cumple que

lo que implica que puesto que 

Como una función convexa que tienda a cuando tiende a
tiene que ser estrictamente decreciente, podemos garantizar la veracidad de

la primera parte del resultado propuesto.

Además, de la desigualdad anterior obtenida como consecuencia de
la propiedad triangular de la norma y, puesto que la única solución de 

se alcanza para , podemos deducir que si seg(λ) = 0λ =
wQ ⋅ || P −Q ||

(wP − wQ )⋅ || x − P ||

−∞
λ−∞g(λ)

wQ − wP < 0lim
λ→∞

g(λ) = −∞

g(0) = wQ ⋅ || P −Q ||

λ
1
,λ

2
μ ∈[0,1]

g(λ) = 0M (P,Q)P + λ ⋅ (x − P)

g(μ ⋅ λ
1
+ (1− μ) ⋅ λ

2
) =

= wQ ⋅ || (P + (μ ⋅ λ
1
+ (1− μ) ⋅ λ

2
) ⋅ (x − P)) −Q || −(μ ⋅ λ

1
+ (1− μ) ⋅ λ

2
) ⋅wP ⋅ || x − P ||=

= wQ ⋅ || P −Q + (μ ⋅ λ
1
+ (1− μ) ⋅ λ

2
) ⋅ (x − P) || −(μ ⋅ λ

1
+ (1− μ) ⋅ λ

2
) ⋅wP ⋅ || x − P ||=

= wQ ⋅ || μ ⋅ (P −Q + λ
1
⋅ (x − P)) + (1− μ) ⋅ (P −Q + λ

2
⋅ (x − P) ||

−μ ⋅ λ
1
⋅wP ⋅ || x − P || −(1− μ) ⋅ λ

2
⋅wP ⋅ || x − P ||≤

≤ wQ ⋅ || μ ⋅ (P −Q + λ
1
⋅ (x − P)) || +wQ ⋅ || (1− μ) ⋅ (P −Q + λ

2
⋅ (x − P) ||

−μ ⋅ λ
1
⋅wP ⋅ || x − P || −(1− μ) ⋅ λ

2
⋅wP ⋅ || x − P ||=

= μ ⋅ g(λ
1
) + (1− μ) ⋅ g(λ

2
)

)

)

g(λ) = wQ ⋅ || (P + λ ⋅ (x − P)) −Q || −λ ⋅wP ⋅ || x − P || ≤

≤ wQ ⋅ || P −Q || +wQ ⋅ λ⋅ || x − P || −λ ⋅wP ⋅ || x − P || =

= wQ ⋅ || P −Q || +(wQ − wP ) ⋅ λ⋅ || x − P ||

wQ ⋅ || P −Q || +(wQ − wP ) ⋅ λ⋅ || x − P || = 0

cumple que . Así, el punto de la mediatriz que per-

tenece al rayo , y por tanto es de la forma , verifica que P + λ(x − P)Px
� ��

λ ∈ 0,
wQ ⋅ || P −Q ||

(wP − wQ )⋅ || x − P ||

⎛

⎝
⎜

⎤

⎦
⎥
⎥
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con lo que queda probada su pertenencia a la citada bola.

Además, el siguiente lema prueba que la mediatriz es un conjunto
acotado sólo cuando los pesos asociados son distintos:

Lema 4.3.4. Sea un espacio normado y P y Q dos puntos distintos de
. Entonces, el conjunto 

es un conjunto no acotado.

Demostración:

Probaremos el citado resultado comprobando que, para todo ,
y siendo 

se cumple que Ø.

Para se cumple, puesto que 

Por tanto, tomemos y consideremos los puntos 

-   

-   puesto que 

– si  se cumple que k ≤ || P −Q ||

|| x
1
−Q || < k

|| x
1
− P ||=

k
|| P −Q ||

⋅ || P −Q || = k

k >
|| P −Q ||

2

x =
P +Q

2
∈C(P,k)∩C(Q,k)k =

|| P −Q ||
2

C(P,k)∩C(Q,k) ≠

k ≥
|| P −Q ||

2

R2

(R2,|| ⋅ ||)

CAPÍTULO IV: Un modelo integrador para problemas de localización de un centro no
deseado
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|| P + λ(x − P) − P || = λ⋅ || x − P || ≤
wQ ⋅ || P −Q ||

wP − wQ

M (P,Q) = x ∈R2
tales que || x − P || = || x −Q ||{ }

C(P,k) = x ∈R2
tales que || x − P || = k{ }

C(Q,k) = x ∈R2
tales que || x −Q || = k{ }

x
1
= 1−

k
|| P −Q ||

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ P +

k
|| P −Q ||

⋅Q

x
2
= 1+

k
|| P −Q ||

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ P −

k
|| P −Q ||

⋅Q
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puesto que estamos suponiendo que 

– si se cumple que 

-    

-    

Así, la función definida como 
es una función continua, puesto que las normas lo son y además se verifica que
g(x1) > 0 y que g(x2) > 0

Observando que es una

parametrización de la circunferencia unidad correspondiente a una norma cual-
quiera, podemos construir una parametrización de la circunferencia de cen-
tro P y radio k como sigue: 

siendo , con lo que y 

habiendo denotado al punto P = (P1, P2), al punto x = (x11, x12) y por 2 a
la norma euclídea.

Teniendo en cuenta que 

|| ⋅ ||

senθ
0
=

x
12
− P

2

|| x
1
− P ||

2

cosθ
0
=

x
11
− P

1

|| x
1
− P ||

2

θ
0
= arctg

x
12
− P

2

x
11
− P

1

γ ∗

γ (θ) =
cosθ

|| (cosθ,senθ) ||
,

senθ
|| (cosθ,senθ) ||

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

g(x) =|| x − P || − || x −Q ||g : R2⎯→ R

|| x
2
−Q || = 1+

k
|| P −Q ||

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ || P −Q || = || P −Q || +k > k

|| x
2
− P ||= k

k > || P −Q ||

k >
|| P −Q ||

2

|| x
1
−Q || = 1−

k
|| P −Q ||

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ || P −Q || = || P −Q || −k < k

|| x
1
−Q || =

k
|| P −Q ||

−1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ || P −Q || = k− || P −Q || < k

γ ∗(θ) = P + k ⋅
cos(θ +θ

0
)

|| (cos(θ +θ
0
),sen(θ +θ

0
)) ||
,

sen(θ +θ
0
)

|| (cos(θ +θ
0
),sen(θ +θ

0
)) ||

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

γ ∗(0) = P + k ⋅
cos(θ

0
)

|| (cos(θ
0
),sen(θ

0
)) ||
,

sen(θ
0
)

|| (cos(θ
0
),sen(θ

0
)) ||

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=
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podemos afirmar que la función definida como 

es una función continua, tal que 

Como también se cumple que, para todo se verifica que
, podemos garantizar la existencia de algún valor de

tal forma que , lo que prueba el enunciado propuesto.

En principio, dados dos puntos de cualquier espacio normado defini-
do sobre , y cada uno de ellos asociado a un escalar positivo, podríamos
encontrarnos con puntos de la mediatriz ponderada correspondiente en todo el
plano. Nuestro siguiente objetivo se centra en eliminar aquellas regiones en las
que podamos asegurar que no hay puntos de la correspondiente mediatriz. Para
ello, llamaremos: 

- cara posterior de P, al conjunto 

R2

γ ∗(θ∗)∈C(P,k)∩C(Q,k)

θ∗ ∈(0,π )γ ∗(θ)∈C(P,k)

θ ∈R

h : R⎯→ R

h(θ) = g γ ∗(θ)( ) = k− || γ ∗(θ) −Q ||

h(0) = k− || γ ∗(0) −Q || = k− || x
1
−Q ||> 0

h(π ) = k− || γ ∗(π ) −Q || = k− || x
2
−Q || < 0

= P + k ⋅

x
11
− P

1

|| x
1
− P ||

2

|| x
1
− P ||

|| x
1
− P ||

2

,

x
12
− P

2

|| x
1
− P ||

2

|| x
1
− P ||

|| x
1
− P ||

2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

= P +
k

|| x
1
− P ||

⋅ (x
1
− P) = x

1

γ ∗(π ) = P + k ⋅
−cos(θ

0
)

|| (cos(θ
0
),sen(θ

0
)) ||
,

−sen(θ
0
)

|| (cos(θ
0
),sen(θ

0
)) ||

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=

= P − k ⋅

x
11
− P

1

|| x
1
− P ||

2

|| x
1
− P ||

|| x
1
− P ||

2

,

x
12
− P

2

|| x
1
− P ||

2

|| x
1
− P ||

|| x
1
− P ||

2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

= P −
k

|| x
1
− P ||

⋅ (x
1
− P) = 2 ⋅ P − x

1
=

= 2 ⋅ P − 1−
k

|| P −Q ||
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ P +

k
|| P −Q ||

⋅Q
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

= 1+
k

|| P −Q ||
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ P −

k
|| P −Q ||

⋅Q = x
2

■
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- cara anterior de P, al conjunto 

- cara posterior de Q, al conjunto 

- cara anterior de Q, al conjunto 

El siguiente resultado nos permite discriminar algunas regiones del
plano en la búsqueda de puntos de una mediatriz dada:

Teorema 4.3.1. Ø

Demostración:

( ) Sea 

Este elemento está en puesto que 

Además, puesto que x∗ ∈CPP

M (P,Q)

x∗ =
wP

wP − wQ

⋅ P −
wQ

wP − wQ

⋅Q⇐

⇔ wP > wQCPP ∩ M (P,Q) ≠

CAQ =
c

CPQ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

CAP =
c

CPP
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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CPP = { x ∈R2
para los que existe un único λ

0
> 0

tal que || xP + λ0
⋅ (Q − P) − P || =

1

wP

}

CPQ = { x ∈R2
para los que existe un único μ

0
> 0

tal que || xQ + μ0
⋅ (P −Q) −Q || =

1

wQ

}

|| x∗ − P || =
wQ

wP − wQ

⋅ (P −Q) =
wQ

wP − wQ

⋅ || P −Q ||

|| x∗ −Q || =
wP

wP − wQ

⋅ (P −Q) =
wP

wP − wQ

⋅ || P −Q ||

xP
∗ =

1

wP ⋅ || x
∗ − P ||

⋅ x∗ + 1−
1

wP ⋅ || x
∗ − P ||

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ P =
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y el siguiente conjunto tiene un único elemento 

puesto que 

y los únicos valores de para los que la expresión ante-

rior coindice con son y .

( ) Supongamos que existe un elemento . Entonces se
cumplirá que:

–   

–  existe un único tal que 

Consideremos la recta y nótese que

R∩C P, 1

wP

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= xP ,xP + λ0

⋅ (Q − P){ }

R = xP + λ ⋅ (Q − P) con λ ∈R{ }

|| xP + λ0
⋅ (Q − P) − P ||=

1

wP

λ
0
> 0

wP ⋅ || x − P ||= wQ ⋅ || x −Q ||

x ∈CPP ∩ M (P,Q)⇐

λ =
2

wP ⋅ || P −Q ||
λ = 0

1

wP

λ
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=
wP − wQ

wP ⋅wQ ⋅ || P −Q ||
⋅ x∗ + 1−

wP − wQ

wP ⋅wQ ⋅ || P −Q ||

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ P =

=
1

wQ ⋅ || P −Q ||
⋅ P −

1

wP ⋅ || P −Q ||
⋅Q + P −

wP − wQ

wP ⋅wQ ⋅ || P −Q ||
⋅ P =

=
1

wP ⋅ || P −Q ||
⋅ (P −Q) + P

λ > 0;
1

wP ⋅ || P −Q ||
⋅ (P −Q) + P + λ ⋅ (Q − P) − P =

1

wP

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

1

wP ⋅ || P −Q ||
⋅ (P −Q) + P + λ ⋅ (Q − P) − P =

=
1

wP ⋅ || P −Q ||
− λ ⋅ || P −Q ||
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El elemento cumple que 

lo que implica que wP > wQ puesto que se cumple que 

ya que se corta con  en dos únicos puntos.

Corolario 4.3.1. Como consecuencia de este teorema, podemos afirmar que

- 

- Ø

- y 

Por último, pondremos de manifiesto que, en el caso en el que los
escalares positivos wP > wQ sean distintos, la mediatriz es homeomorfa a una
circunferencia alrededor del punto cuyo peso sea mayor.

Teorema 4.3.2. Si wP > wQ, entonces y CP son homeomorfos.

Demostración: 

En estas condiciones, la aplicación continua 

es inyectiva ya que, como x pertenece al rayo e y pertenece al rayo ,
si g(x) = g(y), entonces x e y están en el mismo rayo lo que, en virtud de la uni-
cidad probada en el lema 4.3.3, nos permite asegurar que x = y.

Pg( y)
� ������

Pg(x)
� ������

M (P,Q)

CPQ ⊂ CAPCPP ⊂ CAQ

M (P,Q)∩ (CPP ∩CPQ ) =

M (P,Q)⊂ CAP ∩CAQ ⇔ wP = wQ

C P, 1

wP

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

|| z − P ||>
1

wP

z = xP +
−1

wP ⋅ || x − P ||
⋅ (Q − P)∈R
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|| z − P ||= xP − P +
−1

wP ⋅ || x − P ||
⋅ (Q − P) =

=
1

wP ⋅ || x − P ||
⋅ (x − P) +

−1

wP ⋅ || x − P ||
⋅ (Q − P) =

=
1

wP ⋅ || x − P ||
⋅ || x −Q ||=

1

wQ

g : M (P,Q) ⎯→ CP

x 	 g(x) =
1

wP ⋅ || x − P ||
⋅ x + 1−

1

wP ⋅ || x − P ||
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ P

■
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De la misma forma, g también es sobreyectiva ya que, si elegimos un
elemento , el lema 4.3.3 también nos permite garantizar la existencia de
un punto (que además es único) tal que .

Así, puesto que es un compacto ya que es un cerrado y aco-
tado de , podemos asegurar la veracidad del enunciado propuesto.

Nótese que dados dos puntos distintos P y Q de a los que están
asociados respectivamente dos escalares positivos distintos wP y wQ cumplien-
do que wP > wQ y siendo una norma cualquiera en , aunque es cierto que
el conjunto

es homeomorfo a un círculo, no es cierto, en general, que dicho conjunto sea
convexo, como se pone de manifiesto con el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 8

Considerando la 1 en , y los puntos P = (0,0), Q = (1,2), asociados a los
valores wP = 5 y wQ = 3, respectivamente, se tiene que el punto x = (0,1)

cumple que

el punto cumple que 

pero el punto cumple que 

Podríamos afirmar que dicho conjunto es convexo si exigimos que la
norma provenga de un producto escalar; es decir, que verifique que, para todo
par de vectores u y v, se cumpla que 

z =
1

2
⋅ x +

1

2
⋅ y

y =
3

2
,0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

R2|| ⋅ ||

R2|| ⋅ ||

R2

R2
M (P,Q)

g(z∗) = zz∗ ∈M (P,Q)

z ∈CP
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N (P,Q) = x ∈R2
tales que wP ⋅ || x − P || ≤ wQ ⋅ || x −Q ||{ }

wP ⋅ || x − P || = 5 ⋅1= 5 ≤ 6 = 3 ⋅2 = wQ ⋅ || x −Q ||,

wP ⋅ || y − P || = 5 ⋅
3

2
=

15

2
≤

15

2
= 3 ⋅

5

2
= wQ ⋅ || y −Q ||,

wP ⋅ || z − P || = 5 ⋅
5

4
=

25

4
>

21

4
= 3 ⋅

7

2
= wQ ⋅ || z −Q ||

|| u + v ||2 + || u − v ||2= 2 ⋅ || u ||2 + || v ||2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

■

■
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puesto que, en tal caso, si x e y son dos puntos distintos de N(P,Q), tomando
como u1 = P – x y como v1 = y – x, se cumple que 

Si la norma proviene de un producto escalar , también se cum-
ple que 

con lo que podemos afirmar que 

Por otra parte, siendo , considerando y
tomando como u2 = P – x y como v2 = y – x, se cumple que 

y también se cumple que 

con lo que podemos afirmar que 

Finalmente, utilizando lo anterior, podemos sustituir <u1,v1> obteniendo que 

Así, teniendo en cuenta que wP > wQ > 0, y que tanto x como y están
en N(P,Q), podemos afirmar la veracidad de la siguiente cadena de desigualdades 

z = (1−α ) ⋅ x +α ⋅ yα ∈[0,1]

< ⋅,⋅ >

|| u
1
+ v

1
||2 + || y − P ||2= 2 ⋅ || x − P ||2 + || y − x ||2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

|| u
1
+ v

1
||2=< u

1
+ v

1
,u

1
+ v

1
>= || u

1
||2 + || v

1
||2 +2⋅ < u

1
,v

1
>=

= || x − P ||2 + || y − x ||2 + 2⋅ < u
1
,v

1
>

2⋅ < u
1
,v

1
>= || x − P ||2 + || y − x ||2 − || y − P ||2

|| u
2
+ v

2
||2 + || z − P ||2= 2 ⋅ || x − P ||2 +α 2⋅ || y − x ||2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

2α⋅ < u
1
,v

1
>= || x − P ||2 +α 2⋅ || y − x ||2 − || z − P ||2

|| z − P ||2= (1−α )⋅ || x − P || − α(1−α )⋅ || y − x ||2 +α⋅ || y − P ||22

|| u
2
+ v

2
||2=< u

2
+ v

2
,u

2
+ v

2
>= || u

2
||2 + || v

2
||2 +2⋅ < u

2
,v

2
>=

= || x − P ||2 + || z − x ||2 +2⋅ < u
1
,α ⋅ ( y − x) >= || x − P ||2 + || z − x ||2 +2α⋅ < u

1
,v

1
>
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con lo que , probando así la convexidad del citado conjunto. z ∈N (P,Q)
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wP
2 ⋅ || ((1−α ) ⋅ x +α ⋅ y) − P ||2=

= (1−α ) ⋅wP
2 ⋅ || x − P || − α(1−α ) ⋅wP

2 ⋅ || y − x ||2 +α ⋅wP
2 ⋅ || y − P ||2≤

≤ (1−α ) ⋅wQ
2 ⋅ || x −Q || − α(1−α ) ⋅wQ

2 ⋅ || y − x ||2 +α ⋅wQ
2 ⋅ || y −Q ||2=

= wQ
2 ⋅ || ((1−α ) ⋅ x +α ⋅ y) −Q ||2

2

2
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CAPÍTULO V:

PARTICULARIZACIÓN PARA NORMAS ESTRICTAMENTE
CONVEXAS
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Particularización para normas estrictamente convexas

A la vista de los resultados presentados en el capítulo anterior, si la región S es
una poligonal, siempre podemos encontrar alguna solución óptima para una
amplia familia de problemas de localización de un centro no deseado dentro del
conjunto . Sin embargo, puede haber algunos problemas de localiza-
ción, que se pueden plantear en términos de nuestro modelo, para los que, ade-
más de las soluciones dentro de nuestro conjunto, haya otras fuera de él, como
se puede observar en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 9

Consideremos la norma 1, que el conjunto S sea la poligonal convexa deter-
minada por los puntos (–12, 0), (0, –12), (12, 0) y (0, 12) y las coordenadas de
las poblaciones a1 = (–4, 0), a2 = (2, 6), a3 = (6, –2) y a4 = (0, –12), todas ellas
con el mismo peso. El máximo valor que puede tomar la función 

es 8 puesto que y además, el punto P = (10, 2) cumple que

g (P) = 8 puesto que 

Por tanto, como las soluciones óptimas del problema “maximin” son todos los
puntos del conjunto (ver figura en el ejemplo 17 dentro de la sección 6.2) 

S ⊂
i=1

4

∪ B(ai ,8)

|| ⋅ ||

V ∪ I ∪ E

g(x) = min || x − a
1
||,|| x − a

2
||,|| x − a

3
||,|| x − a

4
||{ }

|| P − a
1
||= 18 || P − a

2
||= 12

|| P − a
3
||= 8 || P − a

4
||= 24

[(0,12),(−12,0)]∪[(−12,0),(−4,−8)]∪[(−4,−8),(0,−4)]∪
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podemos afirmar que el conjunto no contiene a todas las soluciones
de este problema, ya que, por ejemplo, el punto P = (10, 2), que no es ningún
vértice de S, es solución óptima del problema “maximin” y, aunque está en la
Fr(S), no pertenece a ninguna mediatriz. Sin embargo, siempre podemos
encontrar en (o incluso en ) algún punto que tam-
bién es solución para este problema, como por ejemplo, el punto (12, 0).

Para poder afirmar que, cuando la región S es una poligonal, el con-
junto contiene a todas las soluciones de nuestro problema de locali-
zación, presentaremos, en las páginas siguientes, un razonamiento que, aunque
no es aplicable a cualquier norma, sí lo podemos utilizar en una amplia familia de
ellas, dentro de las cuales están las empleadas en las aplicaciones más comunes. 

5.1. Normas estrictamente convexas

El razonamiento que utilizaremos se basa en una caracterización de la propiedad
geométrica de estar tres puntos alineados, a través de una igualdad aritmética
formulada en términos de la norma. Observemos, en primer lugar que si tres
puntos P1, P2 y P3 están alineados, entonces se cumple que 

siendo la permutación en el conjunto {1, 2, 3} tal que 

puesto que si los puntos están alineados, sabemos que existe tal que
, y por tanto se tiene que 

y como, por otra parte, se cumple que 

es evidente que, en cualquiera de estos tres casos, se cumple la igualdad enun-
ciada, ya que

P
3
= P

1
+ λ ⋅ (P

2
− P

1
)

R2λ ∈

τ

V ∪ I ∪ E

V ∪ I ∪ (E∩ X )V ∪ I ∪ E

V ∪ I ∪ E
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∪[(0,−4),(4,−8)]∪[(8,4),(12,0)]

|| Pτ (1)
− Pτ (2)

|| + || Pτ (2)
− Pτ (3)

|| = || Pτ (1)
− Pτ (3)

||

|| Pτ (1)
− Pτ (2)

|| ≤ || Pτ (2)
− Pτ (3)

|| ≤ || Pτ (1)
− Pτ (3)

||

|| P
3
− P

2
|| = |1− λ | ⋅ || P

1
− P

2
|| y || P

3
− P

1
|| = | λ | ⋅ || P

1
− P

2
||

max{1,| λ |,|1− λ |} =
1− λ si λ ≤ 0

1 si 0 ≤ λ ≤ 1

λ si λ ≥ 1

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪
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- si , entonces 

- si , entonces 

- si , entonces 

Sin embargo, en general, si se cumple esa igualdad en términos de la
norma no es posible garantizar que los tres puntos estén alineados, ya que si uti-
lizamos la norma 1 y tomamos los puntos P1 = (0, 0), P2 = (1, 0) y P3 = (0, 1),
se cumple que

y los tres puntos no están alineados.

A la vista de este comentario, se nos plantea el siguiente interrogan-
te: ¿en qué casos (y sólo en ellos) es posible utilizar la igualdad anterior para
caracterizar que tres puntos estén alineados?

Para poder encontrar una respuesta, observemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1. El conjunto C(0, 1) = { } no contiene seg-
mentos (no degenerados).

2. Los conjuntos C(P, k) = { } no contie-
nen segmentos (no degenerados) para todo P y para todo k >0

3. Si una terna P1, P2 y P3 de puntos de cumplen que 

siendo la permutación en el conjunto {1, 2, 3} tal que 

entonces, podemos deducir que los puntos P1, P2 y P3 están
alineados.

Demostración: 

- (1. 2.)
Supongamos que existen tres puntos alineados P1, P2 y P3 tales que

. Puesto que, en tal caso, exis-

te tal que , estaríamos contradiciendo P
3
= P

1
+ λ ⋅ (P

2
− P

1
)λ ∈R

|| P
1
− P || = || P

2
− P || = || P

3
− P || = k

⇐

τ

R2

∈R2

x ∈R2
tales que || x − P ||= k

x ∈R2
tales que || x ||= 1

|| ⋅ ||

λ = 1+ |1− λ |λ ≥ 1

1=| λ | + |1− λ |0 ≤ λ ≤ 1

1− λ = 1+ | λ |λ ≤ 0
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2 = || P
1
− P

3
|| = || P

1
− P

2
|| + || P

2
− P

3
|| = 1+1

|| Pτ (1)
− Pτ (2)

|| + || Pτ (2)
− Pτ (3)

||= || Pτ (1)
− Pτ (3)

||

|| Pτ (1)
− Pτ (2)

|| ≤ || Pτ (2)
− Pτ (3)

|| ≤ || Pτ (1)
− Pτ (3)

||
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nuestra hipótesis de partida, ya que los puntos 

estarían en C(0, 1) y alineados pues 

- (2. 1.) 

Basta tomar P = (0, 0) y k = 1.

- (2. 3.) 

Sean P1, P2 y P3 tres puntos no alineados tales que 

y sea 

Entonces se cumple que , y

ese punto Q está en el segmento puesto que
, y 

Además, para todo , el punto cumple
que: 

– , en virtud de la
proposición 3.3.1, puesto que 
|| Q− P

1
|| + || Q− P

3
||≤|| R − P

1
|| + || R − P

3
||

R = λ ⋅Q + (1− λ) ⋅ P
2

λ ∈[0,1]

|| P
1
− P

2
|| ≤ || P

1
− P

3
|||| P

2
− P

3
|| ≤ || P

1
− P

3
||

P
1
P

3

||Q − P
3
|| = || P

2
− P

3
||||Q − P

1
|| = || P

1
− P

2
||

Q =
|| P

2
− P

3
||

|| P
1
− P

3
||
⋅ P

1
+
|| P

1
− P

2
||

|| P
1
− P

3
||
⋅ P

3

⇐

⇐
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Q
1
=

1

k
(P

1
− P) , Q

2
=

1

k
(P

2
− P) , Q

3
=

1

k
(P

3
− P)

Q
3
=

1

k
⋅ (P

3
− P) =

1

k
⋅ (P

1
+ λ ⋅ (P

2
− P

1
) − P) =

=
1

k
⋅ (P

1
− P + λ ⋅ ((P

2
− P) − (P

1
− P))) =

=
1

k
⋅ (P

1
− P) + λ ⋅

1

k
⋅ (P

2
− P) −

1

k
⋅ (P

1
− P)

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= Q

1
+ λ ⋅ (Q

2
−Q

1
)

|| P
1
− P

3
|| = || P

1
− P

2
|| + || P

2
− P

3
||

|| P
2
− P

3
|| + || P

1
− P

2
||

|| P
1
− P

3
||

= 1

R = λ ⋅
|| P

2
− P

3
||

|| P
1
− P

3
||
⋅ P

1
+ λ ⋅

|| P
1
− P

2
||

|| P
1
− P

3
||
⋅ P

3
+ (1− λ) ⋅ P

2
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– , de nuevo en virtud
de la proposición 3.3.1

Por tanto, observando estas dos desigualdades, podemos afirmar
que 

Por otro lado, se tiene que 

Sin embargo, si alguna de las desigualdades fuese estricta, sumando
ambas obtendríamos que 

en contradicción con lo anteriormente probado.

Así, y , con lo que tanto

como contendrían a todo el seg-

mento , que, de nuevo, nos conduce a una contradicción.

- (3. 2.)

Supongamos que existe P y existe k > 0 tales que C = (P, k)

contiene algún segmento no degenerado y llamaremos Q y Q´ a sus
vértices.

En particular, se tiene que . Entonces, los
puntos P, Q y Q´ no están alineados, ya que:

– si existiera tal que , se tendría que

, con lo que , lo que está en
contradicción con nuestras hipótesis.

– si existiera tal que , se tendría que 

. Como, por otra parte, se cumple

que , entonces = 0 y, por tanto, Q = Q´ lo
que está en contradicción con nuestras hipótesis.

β|| P − ′Q || =|| P − ′Q ||
|| P −Q || = (1− β)⋅ || P − ′Q ||

Q = β ⋅ P + (1− β) ⋅ ′Qβ ∈[0,1]

0 = || P − P || = kP ∈Q ′Q ⊂ C(P,k)

P = α ⋅Q + (1−α ) ⋅ ′Qα ∈[0,1]

|| P −Q || = || P − ′Q || = k

∈R2

⇐

P
2
Q

C(P
3
,|| P

2
− P

3
||)C(P

1
,|| P

1
− P

2
||)

|| R − P
3
|| = || P

2
− P

3
|||| R − P

1
|| = || P

1
− P

2
||

|| Q− P
1
|| + || Q− P

3
||≤|| R − P

1
|| + || R − P

3
||
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λ ⋅ || P2
− P

3
||

|| P
1
− P

3
||
+ λ⋅ || P1

− P
2
||

|| P
1
− P

3
||
+ (1−λ) =1

|| R − P
1
|| + || R − P

3
|| = || P

1
− P

3
||

|| R − P
1
|| ≤ λ ⋅ ||Q − P

1
|| + (1− λ) ⋅ || P

1
− P

2
|| = || P

1
− P

2
||

|| R − P
3
|| ≤ λ ⋅ ||Q − P

3
|| + (1− λ) ⋅ || P

2
− P

3
|| = || P

2
− P

3
||

|| R − P
1
|| + || R − P

3
|| < || P

1
− P

2
|| + || P

2
− P

3
|| = || P

1
− P

3
||
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– si existiera tal que , se tendría que

. Como, por otra parte, se cumple

que , entonces = 0 y, por tanto, Q = Q´ lo
que está en contradicción con nuestras hipótesis.

Consideremos, entonces, el punto que cumple, que

– no está alineado con P y con Q, pues si existiera tal que
, entonces se tendría que verificar que

, con lo que ,
en contradicción con lo que acabamos de probar anteriormente, y

– siendo 2 la norma euclídea, 

y denotaremos por ;
en particular, dicho punto , 
con lo que, por una parte, existe

tal que y, 

por otra, siendo 2 la norma 
euclídea, se cumple, tanto que

, como 
que 

Por tanto, 

– se tiene que 

de donde obtenemos que y, en
consecuencia, 

– y, además, se cumple que 

obteniendo que , lo que nos
conduce a que 

de donde podemos concluir, utilizando el teorema de Thales, que 

(1− μ)⋅ || P − ′R ||
2
= μ⋅ || R − ′R ||

2

(1− μ)⋅ || P − ′R || = μ⋅ || R − ′R ||

|| P − R ||
2
=|| P − ′R ||

2
+ || R − ′R ||

2

|| P − R ||=|| P − ′R || + || R − ′R ||

|| ⋅ ||
′R = P + μ ⋅ (R − P)μ ∈(0,1)

′R ∈[P,R]

′R = [Q, ′Q ]∩ [P,R]

||Q − R ||
2
=|| P − ′Q ||

2
|| ⋅ ||

′Q = P + (λ −1) ⋅ (Q − P)Q + ( ′Q − P) = P + λ(Q − P)

R = P + λ(Q − P)

R2λ ∈

R = Q + ( ′Q − P)

γ|| P −Q || = || P − ′Q ||

|| P − ′Q || = (1− γ )⋅ || P −Q ||
′Q = γ ⋅ P + (1− γ ) ⋅Qγ ∈[0,1]
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�

�

��

�

�

�

|| P − ′R || = μ⋅ || P − R || = μ ⋅ (|| P − ′R || + || R − ′R ||)

|| P − ′R ||
2
= μ⋅ || P − R ||

2
= μ ⋅ (|| P − ′R ||

2
+ || R − ′R ||

2
)

μ
1− μ

=
|| P − ′R ||
|| R − ′R ||

μ
1− μ

=
|| P − ′R ||

2

|| R − ′R ||
2
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y, por tanto, se obtiene que puesto
que el punto 

En conclusión, puesto que 
la terna formada por los puntos no alineados P, Q y R cumple que

y además 

lo que contradiría la hipótesis inicial.

Así, podemos establecer la siguiente definición:

Definición 4. Una norma sobre que cumpla cualquiera de las condiciones
enunciadas en el teorema 5.1.1 diremos que es estrictamente convexa.

Para el estudio del comportamiento de la función objetivo construi-
da a partir de cualquier norma estrictamente convexa, utilizaremos la siguien-
te propiedad:

Proposición 5.1.1. Si es una norma estrictamente convexa sobre y para
x, y, P existe tal que

entonces x, y y P están alineados.

Demostración: 

Puesto que si ,
entonces se cumple que 

y como la norma es estrictamente convexa, el teorema anterior nos permite afir-
mar que y 0 están alineados, ya que α ⋅ (x − P),(α −1) ⋅ ( y − P)

|| α ⋅ x + (1−α ) ⋅ y − P || = α⋅ || x − P || + (1−α )⋅ || y − P ||

α ∈(0,1)∈R2

R2|| ⋅ ||

R2

|| P − R || = || P − ′R || + || ′R − R || = k + k = 2k

′R ∈[Q, ′Q ]⊂ C(P,k)
|| R − ′R || = || P − ′R || = k
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|| P − ′R ||
|| R − ′R ||

=
|| P − ′R ||

2

|| R − ′R ||
2

=
|| P − ′Q ||

2

||Q − R ||
2

= 1

|| P −Q || + ||Q − R || = k + k = 2k = || P − R ||

|| P −Q || ≤ ||Q − R || ≤ || P − R ||

|| α ⋅ x + (1−α ) ⋅ y − P || = α⋅ || x − P || + (1−α )⋅ || y − P ||

|| α ⋅ x + (1−α ) ⋅ y − P || ≥ α⋅ || x − P ||
|| α ⋅ x + (1−α ) ⋅ y − P || ≥ (1−α )⋅ || y − P ||

α ⋅ x + (1−α ) ⋅ y − P = α ⋅ x + (1−α ) ⋅ y −α ⋅ P − (1−α ) ⋅ P =
= α ⋅ (x − P) + (1−α ) ⋅ ( y − P) = α ⋅ (x − P) − (α −1) ⋅ ( y − P)

■
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Así, podemos garantizar la existencia de tal que 

Si , entonces y esta igualdad sólo se verifica si , o
y cualquiera de estas tres posibilidades está en contradicción con nuestras

hipótesis. Por tanto, y podemos afirmar que 

y, en consecuencia, x, y y P están alineados.

5.2. Función objetivo para normas estrictamente convexas

Veamos ahora cómo, si restringimos el conjunto de normas utilizables a las
estrictamente convexas, podemos garantizar que toda solución de cualquiera de
nuestros problemas de localización, cuando nos restringimos a una región poli-
gonal, pertenece al conjunto descrito anteriormente. La propiedad
fundamental que nos permitirá garantizar la veracidad de tal afirmación para la
función objetivo construida a partir de cualquiera de estas normas, la podemos
enunciar a través de la siguiente proposición:

Proposición 5.2.1. Si es una norma estrictamente convexa, entonces la fun-
ción objetivo f (x) es no constante en cualquier segmento de S que no esté ali-
neado con ningún ai.

Demostración: 

Sea [a, b] un segmento de S no alineado con ningún ai y sea la permutación
del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

Considerando el conjunto formado por los puntos de tales que 

tomemos y denotemos por 

b∗ = λ∗ ⋅b + (1− λ∗) ⋅ a
λ∗ = max λ ∈(0,1] tales que λ ⋅b + (1− λ) ⋅ a ∈Sσ

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

R2Sσ

σ

|| ⋅ ||

V ∪ I ∪ E

α ≠ λ
x = y

α = 1α = 00 = α(1−α )α = λ

λ ∈R
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α ⋅ (x − P)−
0 = α(1− λ) ⋅ (x − P) + (α −1)λ ⋅ ( y − P)

0 = α(1− λ) ⋅ x + (α −1)λ ⋅ y − (α − λ) ⋅ P

0 = α ⋅ (x − P) + (α −1)λ ⋅ ( y − P)

P =
α(1− λ)

α − λ
⋅ x +

(α −1)λ
α − λ

⋅ y = x +
(α −1)λ
α − λ

⋅ ( y − x)

wσ (1)
⋅ || a − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || a − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || a − aσ (m)

||

wσ (1)
⋅ || x − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x − aσ (m)

||

■
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En el caso en el que habríamos terminado; por lo tanto,
supongamos que .

Como, por otra parte, la función objetivo no es trivial, sabemos que
existe algún j {1, 2, ..., m} tal que kj > 0. Además, como a, b* y aj no están
alineados, para todo se cumple que 

Entonces podemos afirmar que, para todo 

con lo que, para cualquier , se tiene que 

Puesto que esta propiedad es la que nos va a permitir garantizar, cuan-
do nos restringimos a una región poligonal, la pertenencia de cualquier solución
al conjunto , presentaremos a continuación dos ejemplos que nos per-
mitirán poner de manifiesto que, para poder asegurar que ninguna función obje-
tivo no trivial es no constante en un segmento, es imprescindible exigir

- que la norma sea estrictamente convexa, y

- que el segmento no esté alineado con ningún ai.

EJEMPLO 10

Consideremos cuatro poblaciones, con pesos asociados iguales, situadas en los
puntos a1 = (–1, 0), a2 = (0, 1), a3 = (1, 0) y a4 = (0, –1)

Si quisiéramos maximizar la suma de las distancias a las dos poblacio-
nes más afectadas (es decir, k1 = k2 = 1, k3 = k4 = 0), entonces la función

V ∪ I ∪ E

f (α ⋅ a + (1−α ) ⋅b∗) ≠ f (a)α ∈(0,1)

α ∈(0,1)

α ∈(0,1)

∈

f (b∗) = f (a)

f (b∗) ≠ f (a)
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|| α ⋅ a + (1−α ) ⋅b∗ − aj || < α⋅ || a − aj || + (1−α )⋅ || b∗ − aj ||

f (α ⋅ a + (1−α ) ⋅b∗) =
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || α ⋅ a + (1−α ) ⋅b∗ − aσ ( i) || <

<
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i) ⋅ (α⋅ || a − aσ ( i) || + (1−α )⋅ || b∗ − aσ ( i) ||) =

= α ⋅
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || a − aσ ( i) || + (1−α ) ⋅
i=1

m

∑ ki ⋅wσ ( i)⋅ || b
∗ − aσ ( i) || =

= α ⋅ f (a) + (1−α ) ⋅ f (b∗) = f (a)

f (x, y) =
i=1

4

∑ ki ⋅ || (x, y) − aσ ( i) ||

■
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siendo la norma 1 y la permutación en el conjunto {1, 2, 3, 4} tal que 

es constante en el cuadrado de vértices (–1, –1), (–1, 1), (1, 1) y (1, –1).

Para justificar esta afirmación, observemos que todo elemento 
(x, y) , cumple que la distancia a cada uno de los puntos ai es 

y consideremos la siguiente partición del conjunto C:

- Si (x, y) C1, entonces 

y, puesto que en C1 se cumple que 

obtenemos que f (x, y) = || (x, y) − a
2
|| + || (x, y) − a

3
|| = 2

∈

∈R2

σ|| ⋅ |||| ⋅ ||
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|| x − aσ (1)
|| ≤ || x − aσ (2)

|| ≤ || x − aσ (3)
||≤ || x − aσ (4)

||

|| (x, y) − a
1
|| = || (x, y) − (−1,0) || = | x +1 | + | y |

|| (x, y) − a
2
|| = || (x, y) − (0,1) || = | x | + | y −1 |

|| (x, y) − a
3
|| = || (x, y) − (1,0) || = | x −1 | + | y |

|| (x, y) − a
4
|| = || (x, y) − (0,−1) || = | x | + | y +1 |

C
1
= {(x, y)∈R2

tales que 0 ≤ x ≤ 1;0 ≤ y ≤ 1}

C
2
= {(x, y)∈R2

tales que 0 ≤ x ≤ 1;−1≤ y ≤ 0}

C
3
= {(x, y)∈R2

tales que −1≤ x ≤ 0;0 ≤ y ≤ 1}

C
4
= {(x, y)∈R2

tales que −1≤ x ≤ 0;−1≤ y ≤ 0}

|| (x, y) − a
1
|| = | x +1 | + | y | = x + y +1

|| (x, y) − a
2
|| = | x | + | y −1 | = x − y +1

|| (x, y) − a
3
|| = | x −1 | + | y | = −x + y +1

|| (x, y) − a
4
|| = | x | + | y +1 | = x + y +1

|| (x, y) − a
2
|| ≤ || (x, y) − a

1
|| = || (x, y) − a

4
||

|| (x, y) − a
3
|| ≤ || (x, y) − a

1
|| = || (x, y) − a

4
||
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- Si (x, y) C2, entonces 

y, puesto que en C2 se cumple que 

obtenemos que 

- Si (x, y) C3, entonces 

y, puesto que en C3 se cumple que 

obtenemos que 

- Si (x, y) C4, entonces ∈

f (x, y) = || (x, y) − a
1
|| + || (x, y) − a

2
|| = 2

∈

f (x, y) =|| (x, y) − a
3
|| + || (x, y) − a

4
||= 2

∈
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|| (x, y) − a
1
|| = | x +1 | + | y | = x − y +1

|| (x, y) − a
2
|| = | x | + | y −1 | = x − y +1

|| (x, y) − a
3
|| = | x −1 | + | y | = −x − y +1

|| (x, y) − a
4
|| = | x | + | y +1 | = x + y +1

|| (x, y) − a
3
|| ≤ || (x, y) − a

1
|| = || (x, y) − a

2
||

|| (x, y) − a
4
|| ≤ || (x, y) − a

1
|| = || (x, y) − a

2
||

|| (x, y) − a
1
|| = | x +1 | + | y | = x + y +1

|| (x, y) − a
2
|| = | x | + | y −1 | = −x − y +1

|| (x, y) − a
3
|| = | x −1 | + | y | = −x + y +1

|| (x, y) − a
4
|| = | x | + | y +1 | = −x + y +1

|| (x, y) − a
1
|| = | x +1 | + | y | = x − y +1

|| (x, y) − a
2
|| = | x | + | y −1 | = −x − y +1

|| (x, y) − a
3
|| = | x −1 | + | y | = −x − y +1

|| (x, y) − a
4
|| = | x | + | y +1 | = −x + y +1

|| (x, y) − a
1
|| ≤ || (x, y) − a

3
|| = || (x, y) − a

4
||

|| (x, y) − a
2
|| ≤ || (x, y) − a

3
|| = || (x, y) − a

4
||
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y, puesto que en C4 se cumple que 

obtenemos que 

con lo que, en todo segmento no alineado con todos los ai y que esté conteni-
do en C, esa función objetivo es constante.

EJEMPLO 11

Consideremos, para la norma euclídea, tres poblaciones equiponderadas situa-

das en los puntos , y y la función obje-

tivo asociada a las constantes k1 = k2 = 1 y k3 = 0; es decir, la función 

siendo la permutación del conjunto {1, 2, 3} tal que 

Para todos los puntos x de la forma con , que son los del
segmento [a1, a2], se tiene que 

Puesto que , se cumple que λ ∈
− 3

2
,

3

2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

λ ∈
− 3

2
,

3

2

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

λ,
−1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

σ

a
3
= (0,1)a

2
=

3

2
,
−1

2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟a

1
=
− 3

2
,
−1

2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

f (x, y) = || (x, y) − a
1
|| + || (x, y) − a

4
|| = 2
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|| (x, y) − a
1
|| ≤ || (x, y) − a

2
|| = || (x, y) − a

3
||

|| (x, y) − a
4
|| ≤ || (x, y) − a

2
|| = || (x, y) − a

3
||

f (x) = || x − aσ (1)
|| + || x − aσ (2)

||

|| x − aσ (1)
|| ≤ || x − aσ (2)

|| ≤ || x − aσ (3)
||

|| x − a
1
||= λ,

−1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−
− 3

2
,
−1

2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = λ +

3

2
,0

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = λ +

2

|| x − a
2
||= λ,

−1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

3

2
,
−1
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y, por tanto, para cada punto del segmento [a1, a2], el valor de la función
objetivo es

Utilizando esta proposición y la que se obtiene como consecuencia
del siguiente lema, que extiende al lema 4.3.1, podremos afirmar que cualquier
solución de cualquiera de los problemas de localización de nuestro interés, cuan-
do nos restringimos a una región poligonal, pertenece al conjunto .

Lema 5.2.1. Sea ( , ) un espacio normado, x0 un punto cualquiera de 
y R y R´ dos rectas distintas que pasan por x0. Entonces, para cualquier ,
existen y , distintos de x0 y situados en
cada uno de los semiplanos determinados por R´.

Demostración: 

Al igual que en la demostración del lema 4.3.1, si consideramos y
x1 un punto cualquiera tal que x1 x0, podemos demostrar que tanto

como pertenecen a 

Por otra parte, si suponemos que la ecuación general de la recta R´
es , se tiene que 

es distinto de 0 puesto que . Además 

también es distinto de 0 y de signo contrario al de , con lo que y per-
tenecen a cada uno de los semiplanos determinados por la recta R´.

x
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A partir de este resultado, se obtiene la siguiente proposición:

Proposición 5.2.2. Sea una norma estrictamente convexa, x1 y x2 dos pun-
tos distintos de y R la recta que determinan. Dado x0 [x1, x2] y dado ,
existen y , distintos de x0 y en cada uno de los semi-
planos determinados por R tales que 

Demostración: 

y son dos convexos tales que

Ø ya que, suponer que existe tal que 

está en contradicción con la desigualdad triangular puesto que, en tal situación
se tendría que 

Por tanto, el teorema de Hahn-Banach, nos permite afirmar que exis-
te una recta, que denotaremos por R´, que separa a B1 y a B2 y tal que x0 R´.
Así, gracias al lema anterior, podemos afirmar que existen y

situados en cada uno de los semiplanos determinados por R.

Entonces, puesto que si , no podría per-
tenecer a R´. Además, la igualdad no puede darse porque estaría en contradic-
ción con la convexidad estricta de la norma, puesto que, como para cualquier

se tiene que , y por tanto,

, si se diera la igualdad, también se tendría que

lo que nos conduciría a que 

Por tanto, podemos afirmar que , pudiendo obte-
ner el resto de las desigualdades sin más que repetir el razonamiento descrito.

También queremos hacer notar aquí que exigir la condición de la con-
vexidad estricta de la norma, es también imprescindible para poder obtener las
desigualdades estrictas enunciadas. En este sentido, el siguiente ejemplo nos
aclara la necesidad de tal exigencia:
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EJEMPLO 12

Si consideramos la norma y los puntos x1 = (–1, –1), x2 = (1, 1) y x0 = (0, 0),

para cualquier [0, 2] se tiene que si y además ,
entonces 

Los siguientes resultados, presentados en el mismo orden que en el
capítulo 4, nos permiten alcanzar nuestro propósito para este capítulo:

Teorema 5.2.1. Si es una norma estrictamente convexa, S es una región
poligonal, x0 Fr(S) es un óptimo de la función objetivo y es la permutación
del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

entonces x0 es un vértice de S o existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

Demostración: 

Sea x0 Fr(S) un óptimo de la función objetivo y supongamos que no es ni un
vértice ni está en ninguna mediatriz. Puesto que es la permutación del con-
junto {1, 2, ..., m} tal que 

y si alguna desigualdad no fuese estricta habríamos terminado, supongamos 

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de
tal que, es un segmento que denotaremos por [x, y] y,

además, para todo x se cumple que 

Así, 

Por otra parte, puesto que x0 es óptimo de la función objetivo y ésta
es no trivial, podemos garantizar la existencia de j {1, 2, ..., m} tal que x0 > 0∈

x
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Si no estuviera alineado con x y con y, entonces 

y por tanto con lo que x0 no sería un óptimo,

puesto que

- Si f (x) = f (y), entonces f (x0) < f (x)

- Si f (x) < f (y), entonces f (x0) < f (y)

- Si f (x) > f (y), entonces f (x0) < f (x)

En consecuencia, si ki > 0, entonces está alineado con x y con y,
lo que, de nuevo, está en contradicción con la hipótesis de ser x0 un óptimo, ya
que si consideramos el conjunto 

y construimos los conjuntos 

puede suceder que

- A2 Ø, entonces ,

con lo que f (x) > f (x0), puesto que x y, por tanto, tienen
asociada la misma permutación.

- A1 Ø, entonces ,

con lo que f (y) > f (x0), puesto que y y, por tanto, tienen
asociada la misma permutación.

- En otro caso, tomando como x1 el punto de A1 más alejado de x0 y
como x2 el punto de A2 más alejado de x0, en virtud de la proposi-
ción 5.2.2, podemos asegurar la existencia de x* que ade-

más pertenece a S ( x* será el punto o el punto de esa propo-
sición) tal que 

x
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con lo que f (x*) > f (x0), puesto que 

– , para todo a A1 ya que 

– , para todo a A2 ya que 

Teorema 5.2.2. Si es una norma estrictamente convexa, S es una región
poligonal, x0 es un punto interior de S que es óptimo de la función objetivo y

es la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

entonces existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

Demostración: 

Sea S una región poligonal y x0 un punto interior de S que es óptimo de la fun-
ción objetivo. Entonces existe j {1, 2, ..., m} tal que kj > 0. Puesto que es
la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

y si alguna desigualdad no fuese estricta habríamos terminado, supongamos que

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de tal
que, para todo x se cumple que 

Sea [x, y] un segmento centrado en x0 y de radio tal que no esté alineado con
. Por tanto aσ ( j )
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y, en consecuencia, con lo que x0 no sería un óptimo, 

puesto que 

- Si f (x) = f (y), entonces f (x0) < f (x)

- Si f (x) < f (y), entonces f (x0) < f (y)

- Si f (x) > f (y), entonces f (x0) < f (x)

Teorema 5.2.3. Si es una norma estrictamente convexa, S es una región
poligonal, x0 es un punto interior de S que es un óptimo de la función objeti-
vo y es la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

entonces existen i, j {1, 2, ..., m – 1} con tales que 

Demostración: 

Supongamos que S es una región poligonal cualquiera y que x0 es un punto
interior de S que es óptimo de la función objetivo. Puesto que es la permuta-
ción del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

en virtud del teorema anterior, existe i {1, 2, ..., m – 1} tal que 

Consideremos los siguientes conjuntos:

- 

- T1 = {x ∈S |

L = {x ∈S |wσ ( i)⋅ || x − aσ ( i) || = wσ ( i+1)
⋅ || x − aσ ( i+1)
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- T2 

- 

Puesto que si para algún

j {1, 2, ..., m – 1} con  habríamos terminado, supongamos que, para

todo j {1, 2, ..., m – 1} con  , se cumple que

Por la continuidad de la norma, existe tal que .

En virtud de la proposición 4.3.2, podemos garantizar la existencia de
con x x0. Observemos que tanto x como x0 están tanto en

T1 como en T2.

Tomemos , con lo que . Este punto

estará en T1 o en T2, pero, de cualquier forma, la permutación que permite eva-
luar f es la misma para x0, x e y: denotémosla por .

Por otra parte, puesto que x0 es óptimo de la función objetivo y ésta
es no trivial, existe l {1, 2, ..., m} tal que kl > 0

Si no estuviera alineado con x y con y, entonces 

y por tanto con lo que x0 no sería un óptimo, 

puesto que

- Si f (x) = f (y), entonces f (x0) < f (x)

- Si f (x) < f (y), entonces f (x0) < f (y)

- Si f (x) > f (y), entonces f (x0) < f (x)
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De esta forma, si kj > 0, entonces está alineado con x y con y, lo
que de nuevo, está en contradicción con la hipótesis de ser x0 un óptimo, ya
que, si consideramos el conjunto 

y construimos los conjuntos 

Puede suceder que:

-  A2 Ø, entonces ,

con lo que f (x) > f (x0), pues x y, por tanto, tienen aso-
ciada la misma permutación.

-  A1 Ø, entonces ,

obteniendo que f (y) > f (x0), puesto que y y, en conse-
cuencia, tienen asociada la misma permutación.

-  En otro caso, tomando como x1 el punto de A1 más alejado de x0 y
como x2 el punto de A2 más alejado de x0, en virtud de la proposi-
ción 5.2.2, podemos asegurar la existencia de x* tal que 

con lo que f (x*) > f (x0), en virtud de la siguientes observaciones:

–   , para todo a A1 ya que 

–   , para todo a A2 pues 

Así, de acuerdo con los resultados probados podemos afirmar que, si
la norma utilizada es estrictamente convexa, cualquier solución del problema de
localización planteado, pertenece necesariamente al conjunto donde

- V es el conjunto de vértices de S
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J = j ∈{1,2,…,m} tales que k j > 0{ }
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- I es el conjunto de puntos x de la frontera de S tales que existe algu-
na pareja (ai, aj) de puntos distintos de {a1, a2, ..., am} verificando que

- E es el conjunto de puntos x de S0 tales que existen dos parejas dis-
tintas (ap, aq) y (ar, as) de puntos distintos de {a1, a2, ..., am} verifi-
cando que 

5.3. El problema “maximin” para normas estrictamente convexas

Quizá, el problema de localización de un centro no deseado al que se han dedi-
cado más trabajos sea el “maximin”. Los resultados probados anteriormente,
nos permiten extraer, de la región factible, el conjunto en el que, en
el caso de trabajar con normas estrictamente convexas, podemos asegurar que
se encuentra cualquier solución óptima. Sin embargo, en esta sección probare-
mos que, para este problema concreto, podemos reducir aún más nuestro con-
junto de puntos candidatos, basándonos en los siguientes resultados:

Teorema 5.3.1. Si es una norma estrictamente convexa, S es una región
poligonal, x0 Fr (S) es solución del problema “maximin” y es la permuta-
ción del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

entonces x0 es un vértice de S o 

Demostración: 

Sea x0 Fr (S) una solución del problema “maximin” que no sea un vértice de
S y supongamos que 

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de
tal que, para todo x se cumple que ∈B(x

0
,δ )δ > 0

∈

wσ (1)
⋅ || x

0
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y que es un segmento que denotaremos por [x, y]. Así, 

Por tanto, para todo x se cumple que 

con lo que también se tiene que pues, en caso contrario, cualquier

punto z0 distinto de x0 cumpliría que .

Además, tendría que estar alineado con x y con y, puesto que,
en otro caso

conduciéndonos a que con lo que x0 no sería un óptimo,

ya que

- Si f (x) = f (y), entonces f (x0) < f (x)

- Si f (x) < f (y), entonces f (x0) < f (y)

- Si f (x) > f (y), entonces f (x0) < f (x)

Pero la condición de estar alineado con x y con y también está en

contradicción con la hipótesis de ser x0 un óptimo, puesto que, el punto 

cumpliría que y, por tanto 

Teorema 5.3.2. Si es una norma estrictamente convexa, S es una región
poligonal, x0 es un punto interior de S que es solución del problema “maximin”
y es la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que σ
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entonces 

Demostración: 

Sea S una región poligonal cualquiera y x0 un punto interior de S que es solu-
ción del problema “maximin” y supongamos que 

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de
tal que, para todo x se cumple que 

Sea [x, y] un segmento centrado en x0 y de radio tal que no esté ali-
neado con el punto . Por tanto, para todo z se cumple que 

con lo que también se tiene que puesto que,

en caso contrario, cualquier punto z0 cumpliría que 

Por tanto 

y así, lo que nos lleva a contradicción con que x0 sea

un óptimo, puesto que

- Si f (x) = f (y), entonces f (x0) < f (x)

- Si f (x) < f (y), entonces f (x0) < f (y)

- Si f (x) > f (y), entonces f (x0) < f (x)

Teorema 5.3.3. Si es una norma estrictamente convexa, S es una región
poligonal, x0 es un punto interior de S que es solución del problema “maxi-
min” y es la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 
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Demostración: 

Supongamos que S es una región poligonal cualquiera y que x0 es un
punto interior de S que es solución del problema “maximin”. Puesto que es
la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal que 

en virtud del teorema anterior, sabemos que 

Consideremos los siguientes conjuntos:

- 

- T1 

- T2 

- 

Supongamos que, . Por la con-

tinuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de tal que
.

En virtud de la proposición 4.3.2, existe con x x0.
Observemos que tanto x como x0 están tanto en T1 como en T2.

Tomemos , con lo que . Este punto

estará en T1 o en T2, pero, de cualquier forma, la permutación que permite eva-
luar f es la misma para x0, x e y: denotemos por a esa permutación común.

Por tanto, para todo x se cumple que
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y por tanto con lo que x0 no sería un óptimo,

puesto que

- Si f (x) = f (y), entonces f (x0) < f (x)

- Si f (x) < f (y), entonces f (x0) < f (y)

- Si f (x) > f (y), entonces f (x0) < f (x)

Pero la condición de estar alineado con x y con y también está en

contradicción con la hipótesis de ser x0 un óptimo, puesto que, el punto 

cumpliría que y, por tanto 

En resumen, como consecuencia de los teoremas 5.3.1 y 5.3.3 se
obtiene que la solución del problema “maximin”, cuando nos restringimos a
una región poligonal S es, o bien un vértice de S, o un punto de la frontera de
S que equidista ponderadamente de los dos puntos ai más próximos al centro a
instalar, o un punto interior de S que equidista ponderadamente de los tres más
próximos a dicho centro. Así, para el caso en el que el criterio elegido para
determinar la ubicación óptima de un centro no deseado sea el “maximin”, las
posibles intersecciones de mediatrices ponderadas nos lleva a considerar

casos posibles, obteniendo una notable reducción

sobre dicho número de posibilidades que, para un criterio cualquiera es 

m
3

⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

m ⋅ (m −1) ⋅ (m − 2)

6

|| z
0
− x

0
|| = δ

aτ (1)

f (x
0
) <

1

2
⋅ f (x) +

1

2
⋅ f ( y)

CAPÍTULO V: Particularización para normas estrictamente convexas 151 �

|| x
0
− aτ (1)

||=
1

2
⋅ x + 1

2
⋅ y − aτ (1)

<
1

2
⋅ || x − aτ (1)

|| +
1

2
⋅ || y − aτ (1)

||

z
0
= 1+

δ
|| x

0
− aτ (1)

||

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ x0

−
δ

|| x
0
− aτ (1)

||
⋅ aτ (1)

f (z
0
) = wτ (1)

⋅ || z
0
− aτ (1)

|| = 1+
δ

|| x
0
− aτ (1)

||

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅wτ (1)

⋅ || x
0
− aτ (1)

|| >

> wτ (1)
⋅ || x

0
− aτ (1)

|| = f (x
0
)

m
2

⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
=

(m − 2) ⋅ (m −1) ⋅m ⋅ (m +1)

4

■

modelomulticriterio2  16/10/07  18:06  Página 151



modelomulticriterio2  16/10/07  18:06  Página 152



CAPÍTULO VI:

ESTUDIO DEL PROBLEMA PARA LA NORMA EUCLÍDEA
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Estudio del problema para la norma euclídea

En los capítulos anteriores hemos establecido un modelo de localización de cen-
tros no deseados que, como hemos dicho, contiene como casos particulares la
práctica totalidad de los problemas clásicos de localización de este tipo. A partir
de él hemos extraído propiedades que serán comunes a todos los criterios y
hemos caracterizado un conjunto dentro del cual podemos asegurar que está la
solución, con independencia del criterio con el que trabajemos.

Ahora nos detenemos en el caso particular en el que la distancia uti-
lizada es aquella que se deriva de la norma euclídea. En realidad muchos de los
problemas de localización de centros no deseados en el plano que aparecen en
la bibliografía usan esta distancia debido a la naturaleza de la propagación del
impacto producido por el centro que deseamos localizar.

Observaremos como, en este caso, el conjunto que obtuvimos en el
capítulo anterior, además de contener a todas las soluciones del correspondien-
te problema asociado a cualquiera de nuestros criterios, es finito, por lo que
podremos construir rutinas que busquen la solución en un tiempo razonable.
Especifiquemos el planteamiento general, en este caso, de nuestro problema:

Dado un subconjunto S cerrado y acotado del plano, una colección
de  puntos del plano {a1, a2, ..., am} y cada uno de ellos tiene asociado un valor
positivo w(ai) = wi, al que llamaremos peso de la población ai, nuestro interés se
centra en maximizar la siguiente función objetivo 

donde:

-  es la permutación del conjunto {1, 2, ..., m} tal queσ
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- k1, k2, ..., km son m constantes no negativas que vendrán determina-
das al especificar la política a seguir y

- es la norma euclídea.

Merece la pena, antes de proceder a la búsqueda del conjunto solu-
ción, extendernos un poco con algunas observaciones que, en algún caso, ya
habíamos apuntado con anterioridad:

- Como la norma euclídea es una norma estrictamente convexa, serán
de aplicación los resultados obtenidos en el capítulo anterior.

- La elección de las constantes ki marcará el criterio específico a utili-
zar. Esta elección se debería realizar estudiando sociológicamente el
problema y, por tanto, se corresponde con una opción que debe
realizar el que lo genera. De todas formas, el conjunto (que en este
caso es finito, como se pondrá de manifiesto más adelante) donde se
encuentra la solución lo determinaremos con independencia de los
valores que adoptemos para los ki, con lo que el problema estará
siempre resuelto. Por esto, nuestro problema es claramente multicri-
terio y, como ya hemos establecido, contiene como casos particula-
res los problemas clásicos de localización (“maximin”, “maxisum”,
etc) sin más que dar unos valores específicos a las constantes.

Además, si se consideran j criterios diferentes, siendo cada uno de
ellos el determinado por unas constantes no negativas ki1, ki2, ..., kim,
con i = 1, 2, ..., j, un procedimiento usual en la toma de decisiones
multicriterio consiste en la construcción de uno nuevo a partir de la
suma ponderada de los criterios considerados, asociando a cada uno
de ellos un peso positivo vi, que refleja la importancia que el decisor
asigna a cada uno de ellos. Así, este nuevo criterio, determi-

nado por las constantes , per-

tenecerá a la familia de criterios para los que nuestro modelo es apli-
cable, con lo que la correspondiente solución también pertenecerá a
nuestro conjunto.

- La elección de los pesos es una cuestión bastante más compleja;
dediquemos algunos comentarios a indicar las dificultades con las
que nos encontramos a este respecto:

No está muy claro cómo se han de elegir los pesos wi del modelo
propuesto, ni siquiera, cuando estudiemos un problema particular.
Fijemos como criterio, por ejemplo, el criterio “maximin”: según el
problema a tratar, la asignación de los pesos puede ser diferente
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según la interpretación que se dé de los mismos. Si creemos que sólo
debemos tener en cuenta el número de habitantes que se pueden
ver afectados (caso, por ejemplo, de una central nuclear que afecta-
ría a los habitantes de las poblaciones en caso de catástrofe) parece
razonable que las constantes wi estuvieran relacionadas de manera
inversa con el número de habitantes de la población ai. Sin embar-
go, si siendo el centro molesto para los habitantes de las poblacio-
nes, no implica riesgo vital para las personas (por ejemplo, la ubica-
ción de una central eólica que podría generar cierta contaminación
acústica o un impacto estético, pero que no afecta a la salud de los
habitantes de las poblaciones) lo que parece más lógico es que los
pesos sean asignados en función del uso que cada población haga
del centro a instalar; en este caso, lo razonable es que los pesos sean
adoptados por un criterio directamente relacionado con el número
de habitantes de la población. De esta forma, el centro estará más
cerca de la población que más lo utilice.

A la vista de estos comentarios, la elección de los pesos no sólo se
relaciona, de una u otra forma, con el tamaño de la población sino
que también está muy íntimamente ligada al criterio que se adopte.
De forma general podríamos indicar que, una vez que hemos adop-
tado una manera de elegir los pesos, el criterio más apropiado no
siempre es el mismo. Así, si se toman los pesos de manera inversa-
mente relacionada con el tamaño de la población, el criterio “maxi-
min” respeta más a las poblaciones de mayor número de habitantes
y la solución tiende a alejarse de ellas, mientras que si adoptamos el
criterio “maxisum” estamos respetando más a las poblaciones de
menor número de habitantes y la solución tiende a situarse más
cerca de las grandes poblaciones. Todo esto sucedería al revés si los
pesos están directamente relacionados con el número de habitantes
de cada población.

Aunque no conocemos una regla fija, el párrafo anterior nos propor-
ciona una cierta idea de cómo podríamos adoptar de una forma
genérica la elección de los pesos. En la práctica, los modelos que se
eligen son los que se obtienen al asignar valores iguales a uno a los
r primeros ki y cero a los demás; es decir, se trata de criterios inter-
medios entre el “maximin” y el “maxisum”. Aún sabiendo, en este
caso, cuáles son las poblaciones más sensibles al efecto que produ-
ce el centro a ubicar, no está muy claro cómo se debieran asignar los
pesos, aunque una posibilidad consiste en asignarlos inversa o direc-
tamente relacionados con el número de habitantes según que el cri-
terio sea “más parecido” al “maximin” que al “maxisum”.

En cualquier caso, observemos que la principal utilidad del modelo
radica en la construcción de una “nube de puntos” que contiene a la solución
de los problemas admisibles para nuestro modelo, entre los que figuran los
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usuales, con lo cual, una vez fijados los pesos, podemos determinar las solucio-
nes del correspondiente problema de localización de un centro no deseado, sin
más que evaluar la función objetivo en los puntos obtenidos, con lo que con un
gasto computacional mínimo podemos observar cuál es la mejor elección de las
constantes ki que nos lleve a la ubicación menos nociva para todas las poblacio-
nes. Sirva el siguiente ejemplo para ilustrar este comentario:

EJEMPLO 13

Consideremos las 21 poblaciones equiponderadas cuyas coordenadas (expresa-
das en kilómetros) se muestran en la tabla siguiente y marcadas con un asteris-
co en la figura 6.1. Supongamos que queremos ubicar una central nuclear den-
tro de la región determinada por los 4 primeros puntos de la columna de la
izquierda y que, si ocurriera un desastre nuclear, las probabilidades de supervi-
vencia de los habitantes de cada población disminuyen en función de la distan-
cia que la separa de dicha central.

Si optamos por determinar la mejor ubicación para la instalación uti-
lizando el criterio “maximin”, quedaría situada en el punto marcado con un cua-
drado en la figura 6.1. En ella, hemos destacado tres circunferencias centradas
en este posible emplazamiento y de radios 7.26, 9.47 y 13.57 kilómetros, res-
pectivamente. Las poblaciones situadas en cada una de estas circunferencias, se
verían afectadas por distintos niveles de radiación, siendo el número de tales
poblaciones 3, 6 y 11 respectivamente.
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Población Población

(0,0) (5,25)

(33,0) (12,23)

(33,28) (17,9)

(0,28) (20,4)

(17,2) (30,4)

(14,15) (27,10)

(5,4) (29,16)

(12,7) (30,22)

(7,11) (19,24)

(9,15) (25,24)

(6,18)
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Por otra parte, si la ubicación posible la decidimos en base al criterio
“maxisum”, el número de poblaciones afectadas por los mismos niveles ante-
riormente descritos son, respectivamente, 2, 2 y 4. Sin embargo, tal ubicación
(marcada con un cuadrado en la figura 6.2) parece completamente inadmisible,
puesto que conduce al holocausto a todos los habitantes de la población sobre
la que se situaría la hipotética central nuclear.
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Figura 6.1.

Figura 6.2.
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A la vista de la figura 6.3, asociada al criterio correspondiente al “4-
anticentro” y en la que se ha resaltado también las circunferencias correspon-
dientes a los mismos niveles de radiación, esta posible ubicación (marcada con
un cuadrado) parece menos nociva que cualquiera de las dos anteriores, habida
cuenta que el número de poblaciones afectadas por cada uno de los niveles es,
respectivamente, 1, 4 y 6

Puesto que la norma euclídea es una norma estrictamente convexa,
podemos afirmar, gracias a los resultados del capítulo anterior, que las soluciones
de cualquiera de nuestros problemas de localización de un centro no deseado,
cuando la región S es poligonal, estará en nuestro conjunto . Para la
determinación de los puntos de dicho conjunto recordemos que, en este caso, la
mediatriz ponderada asociada a un par de puntos P y Q, con pesos wP y wQ res-
pectivamente, que es 

- si wP = wQ, es la perpendicular al segmento que une P con Q y que
pasa por el punto medio; es decir, la recta cuya ecuación general es 

siendo P = (Px,Py) y Q = (Qx,Qy)

V ∪ I ∪ E
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M (P,Q) = x ∈R2
tales que wP ⋅ || x − P ||= wQ ⋅ || x −Q ||{ }

(Qx − Px ) ⋅ x + (Qy − Py ) ⋅ y +
Px

2 + Py
2 −Qx

2 −Qy
2

2
= 0

Figura 6.3.

■
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- si wP wQ, es la circunferencia de centro C y radio r siendo 

Además, cuando la norma considerada es la euclídea, podemos afir-
mar que el citado conjunto es finito y construible a partir de un algoritmo de
complejidad , orden que también será reducible en el caso en el
que queramos únicamente resolver el problema “maximin”, pudiendo construir
su solución, a través de nuestros resultados, con un algoritmo de complejidad

.

Podemos justificar que el conjunto , indicado en la sección
5.2 es finito ya que

- el conjunto obtenido como consecuencia del teorema 5.2.1
es finito salvo que, siendo x0 Fr(S) un óptimo de la función obje-
tivo que pertenece a una arista L y es la permutación del conjun-
to {1, 2, ..., m} tal que 

las mediatrices ponderadas que contienen a x0 se

intersequen con L en un segmento. En tal caso, existe un segmento
[x*, y*] centrado en x0 tal que, para todo x [x*, y*] se cumple que

y procediendo de forma similar a la demostración del teorema 5.2.1
llegaríamos a una contradicción, puesto que, como la función obje-
tivo es no trivial, existe j {1, 2, ..., m} tal que kj > 0.

Si no estuviera alineado con x* y con y*, entonces 

y por tanto con lo que x0 no sería un

óptimo, puesto que

f (x
0
) <

1

2
⋅ f (x∗) +

1

2
⋅ f ( y∗)

aσ ( j )

∈

∈

M (aσ ( i),aσ ( i+1)
)

σ
∈

V ∪ I

V ∪ I ∪ E

O(n ⋅m2 + m3)

O(n ⋅m2 + m4 )

≠
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C =
wP

2

wP
2 − wQ

2
⋅ P −

wQ
2

wP
2 − wQ

2
⋅Q ; r =

wP ⋅wQ ⋅ || P −Q ||

| wP
2 − wQ

2 |

wσ (1)
⋅ || x

0
− aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x

0
− aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x

0
− aσ (m)

||

wσ (1)
⋅ || x − aσ (1)

|| ≤ wσ (2)
⋅ || x − aσ (2)

|| ≤…≤ wσ (m)
⋅ || x − aσ (m)

||

|| x
0
− aσ ( j )

|| =
1

2
⋅ x∗ + 1

2
⋅ y∗ − aσ ( j )

<
1

2
⋅ || x∗ − aσ ( j )

|| +
1

2
⋅ || y∗ − aσ ( j )

||
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– Si f (x*) = f (y*), entonces f (x0) < f (x*)

– Si f (x*) < f (y*), entonces f (x0) < f (y*)

– Si f (x*) > f (y*), entonces f (x0) < f (x*)

Por tanto, si ki > 0, entonces está alineado con x* y con y*, lo
que de nuevo, está en contradicción con la hipótesis de ser x0 un
óptimo, puesto que, si consideramos el conjunto 

y construimos los conjuntos

puede suceder que:

– Si A2 Ø, entonces ,

con lo que f(x*) > f(x0), puesto que x* y x0 tienen asociada la
misma permutación.

– Si A1 Ø, entonces ,
con lo que f(y*) > f(x0), puesto que y* y x0 tienen asociada la
misma permutación.

– En otro caso, tomando como x1 el punto de A1 más alejado de x0

y como x2 el punto de A2 más alejado de x0, en virtud de la pro-
posición 5.2.2, podemos asegurar la existencia de z S que ade-
más tendrá asociada la misma permutación (z será el punto 
o el punto de esa proposición) tal que 

con lo que f(z) > f(x0), puesto que

• , para todo A1 ya que 

• , para todo A2 ya que a ∈|| z − a || > || x
0
− a |

a ∈|| z − a || > || x
0
− a ||

x
2

∗
x

1

∗σ
∈

|| y∗ − aσ ( i) || = || y∗ − x
0
|| + || x

0
− aσ ( i) || > || x0

− aσ ( i) ||=

|| x∗ − aσ ( i) || = || x
∗ − x

0
|| + || x

0
− aσ ( i) || > || x0

− aσ ( i) ||=

aσ ( i)
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I = i ∈{1,2,…,m} tales que ki > 0{ }

A
1
=

i∈I
aσ ( i) para los que existe λi > 0 tal que aσ ( i) = x

0
+ λi ⋅ ( y∗ − x

0
){ }

A
2
=

i∈I
aσ ( i) para los que existe λi > 0 tal que aσ ( i) = x

0
+ λi ⋅ (x∗ − x

0
){ }

|| z − x
1
|| > || x

0
− x

1
|| , || z − x

2
|| >|| x

0
− x

2
||

|| z − a || + || a − x
1
|| ≥ || z − x

1
|| > || x

0
− x

1
|| = || x

0
− a || + || a − x

1
||

|| z − a || + || a − x
2
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2
|| >|| x

0
− x

2
|| = || x

0
− a || + || a − x

2
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■

modelomulticriterio2  16/10/07  18:06  Página 162



Además, destaquemos que este razonamiento también es aplicable
si las mediatrices ponderadas que contienen a x0 son
tangentes a L en dicho punto, con lo que también podríamos excluir
dichos cortes del conjunto I.

- el conjunto E obtenido como consecuencia del teorema 5.2.3 es fini-
to salvo que, siendo x0 un punto interior de S que es un óptimo de
la función objetivo y es la permutación del conjunto {1, 2, ..., m}

tal que 

las mediatrices ponderadas y que-
contienen a x0 sean iguales. En tal caso, existe un segmento [x*, y*]

centrado en x0 tal que, para todo x [x*, y*] se cumple que 

y procediendo de forma similar al razonamiento anterior llegaría-
mos, de nuevo, a una contradicción.

Además, destaquemos que este razonamiento también es aplicable
si las mediatrices ponderadas y que
contienen a x0 son tangentes entre sí en dicho punto, con lo que
también podríamos excluir dichos cortes del conjunto E.

Así, gracias a los resultados probados, podemos afirmar que, en el caso
en el que la norma utilizada sea la euclídea, cualquier solución a los problemas de
localización aquí estudiados, pertenecen al conjunto siendo

- V el conjunto de vértices de E.

- I el conjunto de puntos x en los que la frontera de S se corta trans-
versalmente con las mediatrices ponderadas M(ai, aj) para alguna
pareja (ai, aj) de puntos distintos de {a1, a2, ..., am}.

- E el conjunto de puntos x de So en los que se cortan transversalmen-
te dos mediatrices ponderadas M(ap, aq) y M(ar, as) para dos pare-
jas distintas (ap, aq) y (ar, as) de puntos distintos de {a1, a2, ..., am}

Además, dicho conjunto es finito y se puede determinar con un algo-
ritmo de orden , siendo n el número de lados de la región poligo-
nal S, puesto que

- V tiene n puntos,

O(n ⋅m2 + m4 )

V ∪ I ∪ E

M (aσ ( j )
,aσ ( j+1)

)M (aσ ( i),aσ ( i+1)
)

∈

M (aσ ( j )
,aσ ( j+1)

)M (aσ ( i),aσ ( i+1)
)

σ

M (aσ ( i),aσ ( i+1)
)
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- cada una de las n aristas de S se corta, a lo sumo, en dos puntos con

cada una de las, a lo sumo, mediatrices ponderadas distintas, y

- al cortar entre sí, cada una de las mediatrices ponderadas distintas,

obtenemos, a lo sumo, puntos distintos. 

6.1. El problema “maximin” para la norma euclídea

De la misma forma, y por lo probado en los teoremas 5.3.1 y 5.3.3, podemos
afirmar que, en el caso en el que la norma utilizada sea la euclídea, cualquier
solución al problema “maximin”, cuando nos restringimos a una región poligo-
nal S, pertenece al conjunto , donde

- V es el conjunto de vértices de S.

- I es el conjunto de puntos x en los que la frontera de S se corta
transversalmente con las mediatrices ponderadas M(ai, aj) siendo ai
y aj las dos poblaciones distintas más cercanas a x.

- E es el conjunto de puntos x de So en los que se cortan transversal-
mente dos mediatrices ponderadas M(ap, aq) y M(aq, ar) para la
terna (ap, aq, ar) de puntos distintos más cercanos a x.

Además, dicho conjunto es finito y se puede determinar con un algo-
ritmo de orden , siendo n el número de vértices de la región poli-
gonal S (aunque existen algoritmos de orden inferior y así, por ejemplo en
(Melachrinoudis y MacGregor Smith, 1995), podemos encontrar un algoritmo
de orden )) 

6.2. Comentarios adicionales y ejemplos

A nivel teórico, nuestro modelo es válido para cualquiera de los criterios que
podamos especificar a través de una determinada elección de las constantes ki,
sea cual sea la norma utilizada, con lo que su utilización es recomendable para
aquellas situaciones en las que una norma distinta a las habituales refleje, de
forma más efectiva, las particularidades del problema planteado.

También es aconsejable la utilización de nuestro modelo en aquellos
problemas en los que se pueda optar por varios criterios, pues, aunque la cons-
trucción de los puntos de nuestro conjunto pueda parecer pesadaV ∪ I ∪ E

O(n ⋅m2

O(n ⋅m2 + m3)

V ∪ I ∪ E

m
2

⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

m
2

⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟

Un Modelo Multicriterio de Localización de Centros No Deseados con Pesos164�

modelomulticriterio2  16/10/07  18:06  Página 164



(sobre todo si el número de poblaciones iniciales es considerable), esa inversión
previa de tiempo redunda en una determinación, casi inmediata, de la solución
óptima para cada uno de los criterios seleccionados, con lo que obtenemos un
algoritmo muy eficaz, sobre todo cuando el número de tales criterios es elevado.

A modo de ejemplo, para el caso en el que los problemas de localiza-
ción de un centro no deseado se planteen en términos de la norma euclídea, con
la ayuda de MATLAB hemos construido una rutina (en la sección 7.5 y denomi-
nada undesirable), de la que, a continuación, ejemplificaremos su utilización y
aplicaciones prácticas, que, dada una matriz P conteniendo las coordenadas de
las poblaciones afectadas, una matriz Q con los vértices de una región poligo-
nal y un vector de pesos asociado a los puntos de la matriz P, determina las
coordenadas de los puntos candidatos a solución de cualquiera de nuestros pro-
blemas de localización de un centro no deseado.

EJEMPLO 14

Consideremos la región poligonal determinada por 4 poblaciones ubicadas en
los puntos a1 = (–4, 0), a2 = (2, 6), a3 = (6, –2) y a4 = (0, –12) marcadas con un
asterisco en la figura adjunta, con pesos respectivos 3, 2, 1 y 1. Nuestra rutina
genera, en 0.39 segundos, tanto las coordenadas de cada una de las 20 posi-
bles soluciones (indicadas abajo y marcadas con un círculo en la figura) de cual-
quiera de los problemas de localización de un centro no deseado que admite
nuestro modelo general, como una solución óptima para cada uno de los 24 =

16 problemas asociados a las posibles elecciones de ki {0, 1}, cuando nos res-
tringimos a la región poligonal indicada.

∈
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(-4.0000,0) (-1.9019,2.0981) (-0.2984,3.7016) (2.0000,6.0000)

(-3.0424,-2.8728) (-1.6000,2.4000) (0,-12.0000) (3.0000,-7.0000)

(-3.0000,-3.0000) (-1.4465,0.6484) (0.0646,0.2099) (3.3333,3.3333)

(-2.8333,-3.5000) (-1.0452,2.9548) (0.0804,2.7327) (4.9299,0.1402)

(-2.7770,1.2230) (-0.4551,-10.6346) (1.3128,-5.9877) (6.0000,-2.0000)
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EJEMPLO 15

Para las mismas poblaciones del ejemplo anterior, con los mismos pesos, y tam-
bién considerando la norma euclídea, en la siguiente figura hemos trazado las
mediatrices ponderadas correspondientes, representando por un círculo las 22
posibles soluciones de cualquiera de nuestros problemas de localización de un
centro no deseado, cuando nos restringimos a la poligonal determinada por los
puntos (–12, 0), (0, –12), (12, 0) y (12, 0).

Un Modelo Multicriterio de Localización de Centros No Deseados con Pesos166�

-12

-10

-8

-4

-6

-2

0

2

4

6

-4 -2 0 2 4 6

Criterio Solución

(0 0 0 0) (-4.0000, 0)

(0 0 0 1) (0,-12.0000)

(0 0 1 0) (0,-12.0000)

(0 0 1 1) (0,-12.0000)

(0 1 0 0) (4.9299,0.1402)

(0 1 0 1) (0,-12.0000)

(0 1 1 0) (0,-12.0000)

(0 1 1 1) (0,-12.0000)

(1 0 0 0) (-3.0424,-2.8728)

(1 0 0 1) (0,-12.0000)

(1 0 1 0) (0,-12.0000)

(1 0 1 1) (0,-12.0000)

(1 1 0 0) (-1.6000,2.4000)

(1 1 0 1) (0,-12.0000)

(1 1 1 0) (0,-12.0000)

(1 1 1 1) (0,-12.0000)

■
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Destaquemos que, en virtud de los resultados obtenidos en el capítu-
lo 3, para determinar el máximo valor de la función objetivo podemos obviar las
intersecciones de dos mediatrices distintas que no pertenezcan a [a1, a2 , a3, a4].
Además, hemos incluido un mapa de grises, hemos representando los valores de
la función objetivo correspondiente al criterio “maximin” según la barra que
aparece a la derecha y tras la evaluación de cada una de las 22 posibles solucio-
nes, podemos afirmar que la única solución de este problema es el punto

, resaltado en la figura con una estrella negra.

EJEMPLO 16

En la siguiente figura hemos representado con un asterisco las 20 poblaciones
andaluzas con más de 50.000 habitantes, las mediatrices ponderadas correspon-
dientes, las 5903 posibles soluciones (punteadas) y, con un mapa de grises los
valores de la función objetivo asociada al problema “maximin” y su solución
marcada con una estrella negra, cuando los pesos son asignados inversamente
propocionales al tamaño de la población (En la tabla siguiente se muestran,
tanto las coordenadas de los núcleos de población considerados, como el núme-
ro de habitantes, en miles, de cada uno).

−43

4
,
5

4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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Coordenadas Localidad Población Coordenadas Localidad Población 
(en miles) (en miles)

(10.4,-2.4) Almería 167 (-4.9,-0.2) Dos Hermanas 83

(-7.1,-4.7) Cádiz 155 (-6.7,-4.0) Jerez 190

(-0.6,2.9) Córdoba 316 (-3.3,-7.0) Algeciras 104

(4.9,-0.6) Granada 271 (-6.4,-5.3) Chiclana 51

(-9.7,-0.6) Huelva 145 (-2.8,-6.7) La Línea 61

(4.0,2.6) Jaén 113 (-6.7,-4.5) Puerto Sta. Mª 70

(1.4,-3.5) Málaga 531 (-6.8,-5.0) San Fernando 88

(-5.1,0.4) Sevilla 714 (-7.3,-3.1) Sanlúcar de Bmda. 60

(4.7,4.4) Linares 62 (-1.5,-4.9) Marbella 86

(-4.7,0.2) Alcalá de Guadaira 55 (2.8,-3.2) Vélez-Málaga 54
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En la construcción del conjunto de posibles soluciones se ha tardado
menos de 15 minutos; este consumo de tiempo nos parece razonable, habida
cuenta que hemos aproximado los límites de la región autonómica por una poli-
gonal con 59 vértices.

Un Modelo Multicriterio de Localización de Centros No Deseados con Pesos168�
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EJEMPLO 17

Aunque en este trabajo sólo se ofrecen las correspondientes implementaciones
para resolver los problemas de localización de un centro peligroso de nuestro
modelo general, cuando la norma considerada es la euclídea, las dos últimas
rutinas nos permiten ilustrar de forma gráfica los comentarios ofrecidos en el
ejemplo que aparece al principio del capítulo 5.

Las poblaciones equiponderadas de dicho ejemplo están situadas en
los puntos a1 = (–4, 0), a2 = (2, 6), a3 = (6, –2) y a4 = (0, –12), y aparecen en
la figura marcadas con un asterisco. También se observa que el máximo de los
valores de la función objetivo (según la barra de grises que figura a la derecha)
que nos permite modelar el problema “maximin” es 8, cuando nos restringimos
a la poligonal determinada por los puntos (–12, 0), (0, –12), (0, 12) y (12, 0) y
la norma utilizada es 1. Además, aparecen resaltados con un trazo grueso en
azul, los puntos en los que alcanza dicho valor.

|| ⋅ ||
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CAPÍTULO VII:

IMPLEMENTACIONES
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CAPÍTULO VII: Implementaciones 173 �

Implementaciones

En este capítulo ofrecemos las implementaciones en MATLAB de las rutinas que
se han elaborado de forma paralela a este trabajo y que se presentan de forma
separada en cada una de las secciones siguientes. En ellas, podemos observar
dos bloques bien diferenciados:

- en el primer bloque, que se corresponde con las secciones 7.1, 7.2,
7.3 y 7.4, se presentan aquellas que han llamado nuestra atención
de entre las que se utilizan para resolver los problemas clásicos de
localización:

– para el problema “minisum” se han implementado las rutinas
denominadas torrcell y wtorrcell para las versiones sin pesos y
ponderada, respectivamente, del problema de Weber para tres
puntos y además, han servido de ayuda para la elaboración de
las figuras que acompañan al texto. Para el problema de Weber
con más de tres puntos, se ofrece la versión más simple del algo-
ritmo de Weiszfeld que ha sido anteriormente comentada en la
subsección 1.2.5.

- para el problema “minimax”, hemos optado por construir la ruti-
na que hemos denominado charalam a partir de los resultados
que se pueden encontrar en (Charalambous, 1982). El tratamien-
to geométrico que se hace en dicho trabajo de este problema nos
ha permitido elaborar algunas subrutinas geométricas que han
sido reutilizadas más adelante.

- el segundo bloque está dedicado exclusivamente a la implementa-
ción de una rutina para nuestro problema ponderado de localización
de centros no deseados a partir de los resultados teóricos que apa-
recen en este trabajo y que además nos ha permitido construir las
figuras que ilustran nuestros ejemplos.
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7.1. La rutina torrcell

Nuestro objetivo para esta sección es la construcción de una rutina capaz de
determinar el punto que haga mínima la suma de las distancias a tres puntos
dados. Para ello, hemos utilizado la construcción de Simpson que ha sido pre-
sentada en la subsección 1.2.2 y se han elaborado las subrutinas auxiliares equi-
later e interec que se presentan a continuación: 

7.1.1. La subrutina equilater

La rutina equilater(A,B,C) determina las coordenadas del punto PAB que forma
con A y con B un triángulo equilátero al otro lado de C 

Ejemplo: equilater([0 0],[1 0],[0 -1]) devuelve 

00 function Pab=equilater(A,B,C) 
01 p1=[(A(1)+B(1))/2 (A(2)+B(2))/2]+... 

sqrt(3)/2*[B(2)-A(2) A(1)-B(1)]; 
02 p2=[(A(1)+B(1))/2 (A(2)+B(2))/2]-... 

sqrt(3)/2*[B(2)-A(2) A(1)-B(1)]; 
03 if ((A(2)-B(2))*p1(1)+(B(1)-A(1))*p1(2)-B(1)*A(2)+... 

A(1)*B(2))*((A(2)-B(2))*C(1)+(B(1)-A(1))*C(2)-... 
B(1)*A(2)+A(1)*B(2))>0 Pab=p2; 

04 else Pab=p1; 
05 end

7.1.2. La subrutina interec

La rutina interec(S1,S2,S3,S4) determina las coordenadas del punto Q que es
intersección de las rectas determinadas por los puntos S1,S2 y S3,S4 respectiva-
mente. Si las rectas no tuvieran ningún punto en común o fueran la misma recta,
la instrucción interec devuelve la matriz vacía.

Ejemplo: interec([0 1],[0 2],[1 0],[2 0]) devuelve Q = (0,0).

00 function Q=interec(S1,S2,S3,S4) 
01 den=det([S2(1)-S1(1) S3(1)-S4(1);S2(2)-S1(2) S3(2)-S4(2)]); 
02 if den==0 Q=[]; 
03 else L=det([S3(1)-S1(1) S3(1)-S4(1);... 

S3(2)-S1(2) S3(2)-S4(2)])/den;... 
Q=[S1(1)+L*(S2(1)-S1(1)) S1(2)+L*(S2(2)-S1(2))]; 

04 end

PAB =
1

2
,

3

2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
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7.1.3. La rutina torrcell

La rutina torrcell(A,B,C) utiliza la construcción de Simpson para calcular las
coordenadas del punto T de Torricelli del triángulo de vértices A, B y C

Ejemplo: torrcell([0 1],[-sqrt(3)/2 -1/2],[sqrt(3)/2 -1/2]) devuelve
T = (0,0).

00 function T=torrcell(A,B,C) 
01 if ((A(1)-B(1))*(C(1)-B(1))+(A(2)-B(2))*(C(2)-B(2)))/... 

(sqrt((A(1)-B(1))^2+(A(2)-B(2))^2)*... 
sqrt((C(1)-B(1))^2+(C(2)-B(2))^2))<-1/2 T=B; 

02 elseif ((A(1)-C(1))*(B(1)-C(1))+(A(2)-C(2))*(B(2)-C(2)))/... 
(sqrt((A(1)-C(1))^2+(A(2)-C(2))^2)*... 
sqrt((B(1)-C(1))^2+(B(2)-C(2))^2))<-1/2 T=C; 

03 elseif ((B(1)-A(1))*(C(1)-A(1))+(B(2)-A(2))*(C(2)-A(2)))/... 
(sqrt((B(1)-A(1))^2+(B(2)-A(2))^2)*... 
sqrt((C(1)-A(1))^2+(C(2)-A(2))^2))<-1/2 T=A; 

04 else T=interec(C,equilater(A,B,C),B,equilater(A,C,B)); 
05 end

7.2. La rutina wtorrcell

La rutina wtorrcell(A,B,C,w1,w2,w3) se basa en el trabajo (Martini, 1996) que
ha sido comentado en la subsección 1.2.2 para determinar la solución del pro-
blema de Weber con tres puntos ponderados, es decir, determina las coordena-
das del punto T de Torricelli del triángulo de vértices A, B y C con pesos relati-
vos w1, w2 y w3, respectivamente

Ejemplo: wtorrcell([0 1],[-sqrt(3)/2 -1/2],[sqrt(3)/2 -1/2],5,3,4)
devuelve T = (0.0662,0.3635).

00 function T=wtorrcell(A,B,C,w1,w2,w3) 
01 plot(A(1),A(2),’*r’);hold on 
02 plot(B(1),B(2),’*r’);hold on 
03 plot(C(1),C(2),’*r’);hold on 
04 w11=sqrt((B(1)-C(1))^2+(B(2)-C(2))^2); 
05 w22=sqrt((A(1)-C(1))^2+(A(2)-C(2))^2); 
06 w33=sqrt((B(1)-A(1))^2+(B(2)-A(2))^2); 
07 p1=w11/w1; 
08 p2=w22/w2; 
09 p3=w33/w3; 
10 x1=w1-(w1^2-w2^2+w3^2)/(2*w1); 
11 h1=sqrt(w3^2-((w1^2-w2^2+w3^2)/(2*w1))^2); 
12 h11=p1*h1; 
13 A11(1)=B(1)+((w1-x1)/w1)*(C(1)-B(1))+(h11/w11)*(C(2)-B(2)); 
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14 A11(2)=B(2)+((w1-x1)/w1)*(C(2)-B(2))+(h11/w11)*(B(1)-C(1)); 
15 A12(1)=B(1)+((w1-x1)/w1)*(C(1)-B(1))-(h11/w11)*(C(2)-B(2)); 
16 A12(2)=B(2)+((w1-x1)/w1)*(C(2)-B(2))-(h11/w11)*(B(1)-C(1)); 
17 if ((B(2)-C(2))*A11(1)+(C(1)-B(1))*A11(2)-... 

C(1)*B(2)+B(1)*C(2))*((B(2)-C(2))*A(1)+(C(1)-B(1))*A(2)-... 
C(1)*B(2)+B(1)*C(2))>0 A1=A12; 

18 else A1=A11; 
19 end 
20 plot(A1(1),A1(2),’*g’); hold on; 
21 x2=w2-(w1^2+w2^2-w3^2)/(2*w2); 
22 h2=sqrt(w1^2-((w1^2+w2^2-w3^2)/(2*w2))^2); 
23 h22=p2*h2; 
24 B11(1)=C(1)+((w2-x2)/w2)*(A(1)-C(1))+(h22/w22)*(A(2)-C(2)); 
25 B11(2)=C(2)+((w2-x2)/w2)*(A(2)-C(2))+(h22/w22)*(C(1)-A(1)); 
26 B12(1)=C(1)+((w2-x2)/w2)*(A(1)-C(1))-(h22/w22)*(A(2)-C(2)); 
27 B12(2)=C(2)+((w2-x2)/w2)*(A(2)-C(2))-(h22/w22)*(C(1)-A(1)); 
28 if ((A(2)-C(2))*B11(1)+(C(1)-A(1))*B11(2)-... 

C(1)*A(2)+A(1)*C(2))*... 
((A(2)-C(2))*B(1)+(C(1)-A(1))*B(2)-C(1)*A(2)+A(1)*C(2))>0 

B1=B12; 
29 else B1=B11; 
30 end 
31 plot(B1(1),B1(2),’*g’); hold on; 
32 x3=w3-(w2^2+w3^2-w1^2)/(2*w3); 
33 h3=sqrt(w2^2-((w2^2+w3^2-w1^2)/(2*w3))^2); 
34 h33=p3*h3; 
35 C11(1)=A(1)+((w3-x3)/w3)*(B(1)-A(1))+(h33/w33)*(B(2)-A(2)); 
36 C11(2)=A(2)+((w3-x3)/w3)*(B(2)-A(2))+(h33/w33)*(A(1)-B(1)); 
37 C12(1)=A(1)+((w3-x3)/w3)*(B(1)-A(1))-(h33/w33)*(B(2)-A(2)); 
38 C12(2)=A(2)+((w3-x3)/w3)*(B(2)-A(2))-(h33/w33)*(A(1)-B(1)); 
39 if ((A(2)-B(2))*C11(1)+(B(1)-A(1))*C11(2)-... 

B(1)*A(2)+A(1)*B(2))*... 
((A(2)-B(2))*C(1)+(B(1)-A(1))*C(2)-B(1)*A(2)+A(1)*B(2))>0 C1=C12; 

40 else C1=C11; 
41 end 
42 plot(C1(1),C1(2),’*g’); 
43 T=interec(A1,A,B1,B); 
44 plot(T(1),T(2),’*’); axis equal
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7.3. La rutina weis

La instrucción weis(P,w,n) determina la n-ésima iteración del algoritmo de
Weiszfeld, presentado en la subsección 1.2.5, para la matriz de puntos P siendo
w el vector de pesos asociados y tomando como punto inicial el baricentro pon-
derado correspondiente.

Ejemplo: weis([1/2 -1/2;-1/2 -1/2;-1/2 1/2;1/2 1/2;100 0],[1 1 1 1
4],100000) devuelve  

00 function X=weis(P,w,n) 
01 X(1)=sum(w’.*P(:,1))/sum(w); 
02 X(2)=sum(w’.*P(:,2))/sum(w); 
03 disp(‘starting point’), X 
04 for i=1:n
05 Z(1)=sum(w’.*P(:,1)./... 

sqrt((X(1)-P(:,1)).^2+(X(2)-P(:,2)).^2))/... 
sum(w’./sqrt((X(1)-P(:,1)).^2+(X(2)-P(:,2)).^2));

06 Z(2)=sum(w’.*P(:,2)./... 
sqrt((X(1)-P(:,1)).^2+(X(2)-P(:,2)).^2))/... 
sum(w’./sqrt((X(1)-P(:,1)).^2+(X(2)-P(:,2)).^2));

07  X=Z; 
08 end

7.4. La rutina charalam

Nuestro objetivo para esta sección es la construcción de una rutina capaz de
determinar el punto que haga mínima el máximo de las distancias a una colec-
ción dada de puntos ponderados. Para ello, hemos utilizado el algoritmo que
aparece en (Charalambous, 1982) que ha sido presentado en la sección 1.3.
Además de las rutinas auxiliares recoloca, maxindex y optimo, y las geométri-
cas generalconcirc y circint, también se han elaborado las subrutinas chara2 y
chara3 para determinar el correspondiente punto cuando éste viene determina-
do por 2 de los puntos dados o para el caso en el que venga determinado por
3 de ellos. Todas estas subrutinas se detallan a continuación.
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7.4.1. La subrutina recoloca

Esta subrutina técnica se ha diseñado para ser llamada por la rutina charalam.

00 function salida=recoloca(A,B) 
01 [ma,na]=size(A); [mb,nb]=size(B);filas=[]; 
02 for j=1:ma 
03 for k=1:mb 
04   cuantos=(A(j,:)==B(k,:)); 
05   if sum(cuantos)==3 filas=[filas k]; 
06 end 
07 end 
08 end 
09 filas=sort(filas); 
10 B(filas,:)=[]; salida=[A;B];

7.4.2. La subrutina maxindex

Esta subrutina técnica se ha diseñado para ser llamada por la rutina charalam. 

00 function salida=maxindex(posible,Q) 
01 [mq,nq]=size(Q); valores=[]; 
02 for k=1:mq
03  valores=[valores Q(k,3)*... 

sqrt((posible(1)-Q(k,1))^2+(posible(2)-Q(k,2))^2)];
04 end 
05 [maximo,indice]=max(valores); 
06 salida=[maximo,indice]; 

7.4.3. La subrutina optimo

Esta subrutina técnica se ha diseñado para ser llamada por la rutina charalam. 

00 function respuesta=optimo(punto,Q) 
01 valores=[]; [m,n]=size(Q); 
02 for k=1:m
03  valores=[valores Q(k,3)*... 

sqrt((punto(1)-Q(k,1))^2+(punto(2)-Q(k,2))^2)]; 
04 end 
05 [maximo,indice]=max(valores); 
06 if valores(1)==max(valores) respuesta=1; 
07 else respuesta=0;
08 end 
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7.4.4. La subrutina generalconcirc

La instrucción generalconcirc(u,P,r) determina los puntos de intersección de la
recta cuya ecuación general es , siendo u=[u(1) u(2)
u(3)], con la circunferencia de centro el punto P y de radio r. Si no hubiera nin-
gún punto común, la instrucción devuelve la matriz vacía. 

00 function Q=generalconcirc(u,P,r) 
01 d=(u(1)*P(1)+u(2)*P(2)+u(3))/sqrt(u(1)^2+u(2)^2); 
02 if abs(d)>r Q=[]; 
03 else Q(1,:)=[P(1)-d/sqrt(u(1)^2+u(2)^2)*u(1) ... 

P(2)-d/sqrt(u(1)^2+u(2)^2)*u(2)]+... 
sqrt(r^2-d^2)/sqrt(u(1)^2+u(2)^2)*[-u(2),u(1)];

04 Q(2,:)=[P(1)-d/sqrt(u(1)^2+u(2)^2)*u(1) ... 
P(2)-d/sqrt(u(1)^2+u(2)^2)*u(2)]-... 
sqrt(r^2-d^2)/sqrt(u(1)^2+u(2)^2)*[-u(2),u(1)]; 

05 end 
06 Q=unique(Q,’rows’); 

7.4.5. La subrutina circint

La instrucción circint(p0,q0,r0,p1,q1,r1) determina los puntos de intersección
de dos circunferencias, siendo el centro y el radio de la primera (p0,q0) y r0 res-
pectivamente, y (p1,q1) y r1 el centro y el radio de la segunda. Si no hubiera
ningún punto común o las circunferencias fuesen iguales, la instrucción devuel-
ve la matriz vacía.

00 function Q=circint(p0,q0,r0,p1,q1,r1)
01 M=sort([sqrt((p0-p1)^2+(q0-q1)^2) r0 r1]);Q=[];
02 if any([p0,q0]~=[p1,q1]) & M(3)<=(M(2)+M(1))
03   if q0>q1 x0=p1;y0=q1;s0=r1;x1=p0;y1=q0;s1=r0;
04   else x0=p0;y0=q0;s0=r0;x1=p1;y1=q1;s1=r1;
05   end
06   k=sqrt((x0-x1)^2+(y0-y1)^2);
07   b=acos((s1^2-s0^2-k^2)/(2*s0*k));
08   d=acos((x1-x0)/k);
09   Q=[x0-s0*cos(d-b) y0-s0*sin(d-b)];
10   if M(3)<(M(2)+M(1)) Q=[Q;x0-s0*cos(d+b) y0-s0*sin(d+b)];
11  end
12 end

u(1) ⋅ x + u(2) ⋅ y + u(3) = 0
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7.4.6. La subrutina circunc

La instrucción circunc(A,B,C) determina el centro de la circunferencia pasa por los
puntos A, B y C, en el caso en el que dichos puntos no estén alineados.

00 function P=circunc(A,B,C)
01 if det([1 1 1;A(1,1) B(1,1) C(1,1);A(1,2) B(1,2) C(1,2)])==0

P=[];
02 else
03 P=[det([1 1 1;A(1,1)^2+A(1,2)^2 B(1,1)^2+...

B(1,2)^2 C(1,1)^2+C(1,2)^2;...
A(1,2) B(1,2) C(1,2)])/(2*det([1 1 1;A(1,1) B(1,1)
C(1,1); A(1,2) B(1,2) C(1,2)])),...
det([1 1 1;A(1,1)^2+A(1,2)^2 B(1,1)^2+...
B(1,2)^2 C(1,1)^2+C(1,2)^2;...
A(1,1) B(1,1) C(1,1)])/(-2*det([1 1 1;A(1,1) B(1,1)
C(1,1); A(1,2) B(1,2) C(1,2)]))];

04 end

7.4.7. La subrutina chara2

Esta subrutina técnica se ha diseñado para ser llamada por la rutina charalam y
nos permite determinar la solución del problema “minimax” en el caso en el que
éste venga determinado por 2 de los puntos dados.

00 function sol=chara2(P,w) 
01 sol=(w(1)/(w(1)+w(2)))*P(1,:)+(w(2)/(w(1)+w(2)))*P(2,:); 

7.4.8 La subrutina chara3

Esta subrutina técnica se ha diseñado para ser llamada por la rutina charalam y
nos permite determinar la solución del problema “minimax” en el caso en el que
éste venga determinado por 3 de los puntos dados. 

00 function sol=chara3(P,w) 
01 M=[P w’]; 
02 M1=min(M(:,3))*ones(3,1); 
03 comp=M1~=M(:,3); 
04 if sum(comp)==1
05  M1=sortrows([M comp],4);
06  M=M1(:,1:3); 
07 else
08  M=flipud(sortrows(M,3)); 
09 end 
10 w=M(:,3)’; 
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11 if w(2)~=w(3)
12  Centro1=w(2)^2/(w(2)^2-w(3)^2)*M(2,1:2)-... 

w(3)^2/(w(2)^2-w(3)^2)*M(3,1:2);
13  R1=w(2)*w(3)/abs(w(2)^2-w(3)^2)*... 

sqrt((M(2,1)-M(3,1))^2+(M(2,2)-M(3,2))^2);
14  if w(1)~=w(2)
15   Centro2=w(1)^2/(w(1)^2-w(2)^2)*M(1,1:2)-... 

w(2)^2/(w(1)^2-w(2)^2)*M(2,1:2);
16   R2=w(1)*w(2)/abs(w(1)^2-w(2)^2)*... 

sqrt((M(1,1)-M(2,1))^2+(M(1,2)-M(2,2))^2);
17   Posible=circint(Centro1(1),Centro1(2),R1,... 

Centro2(1),Centro2(2),R2);
18  else
19   A=M(2,1)-M(1,1); B=M(2,2)-M(1,2);
20   C=-((M(1,1)+M(2,1))*A+(M(1,2)+M(2,2))*B)/2;
21   Posible=generalconcirc([A B C],Centro1,R1);
22  end 
23 elseif w(1)~=w(2)
24  A=M(3,1)-M(2,1); B=M(3,2)-M(2,2);
25  C=-((M(2,1)+M(3,1))*A+(M(2,2)+M(3,2))*B)/2;
26  Centro1=w(1)^2/(w(1)^2-w(2)^2)*M(1,1:2)-... 

w(2)^2/(w(1)^2-w(2)^2)*M(2,1:2);
27  R1=w(1)*w(2)/abs(w(1)^2-w(2)^2)*... 

sqrt((M(1,1)-M(2,1))^2+(M(1,2)-M(2,2))^2);
28  Posible=generalconcirc([A B C],Centro1,R1);
29 else Posible=circunc(M(1,:),M(2,:),M(3,:)); 
30 end 
31 [m,n]=size(Posible); 
32 if m==1 sol=Posible; 
33 else
34  r1=(Posible(1,1)-M(2,1))^2-(Posible(1,2)-M(2,2))^2;
35  r2=(Posible(2,1)-M(2,1))^2-(Posible(2,2)-M(2,2))^2;
36  if r1<r2 sol=Posible(1,:);
37  else sol=Posible(2,:);
38  end
39 end 
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7.4.9 La rutina charalam

La instrucción charalam(P,w) devuelve la solución al problema “minimax” para
los puntos cuyas coordenadas vienen especificadas por las filas de la matriz P y
los pesos asociados a cada uno de dichos puntos constituyen las componentes
del vector w, habiendo sido utilizada en su construcción el algoritmo que apa-
rece en (Charalambous, 1982).

00 function sol=charalam(P,w) 
01 sol=[]; M=[];Q=[P’;w]’; 
02 candidato=chara2(Q(1:2,1:2),Q(1:2,3)’); nf=2; 
03 while isempty(sol)
04  comprueba=maxindex(candidato,Q);
05  if comprueba(2)==1 sol=[candidato comprueba(1)];nf=0;
06  elseif nf==2;
07   M=[Q(1:2,:);Q(comprueba(2),:)];
08   M=recoloca([M(3,:)],M);
09   candidato=chara2([M(1,1:2);M(2,1:2)],[M(1,3) M(2,3)]);
10   if optimo(candidato,M)==1 Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)],Q);
11   else M=recoloca([M(3,:)],M);
12    candidato=chara2([M(1,1:2);M(2,1:2)],[M(1,3) M(2,3)]);
13    if optimo(candidato,M)==1 ...

Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)],Q);
14    else nf=3; candidato=chara3(M(:,1:2),(M(:,3))’);
15     Q=recoloca(M,Q);
16    end
17   end
18  elseif nf==3; comprueba=maxindex(candidato,Q);
19   if comprueba(2)==1 sol=[candidato comprueba(1)];nf=0;
20   else M=[Q(1:3,:);Q(comprueba(2),:)];
21    M=recoloca([M(4,:)],M);
22    candidato=chara2([M(1,1:2);M(2,1:2)],[M(1,3) M(2,3)]); 
23      if optimo(candidato,M)==1 nf=2;
24     Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)],Q);
25    else M=recoloca([M(4,:)],M);
26     candidato=chara2([M(1,1:2);M(2,1:2)],... 

[M(1,3) M(2,3)]);
27     if optimo(candidato,M)==1 nf=2;
28      Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)],Q);
29     else M=recoloca([M(4,:);M(2,:)],M);
30      candidato=chara2([M(1,1:2);M(2,1:2)],... 

[M(1,3) M(2,3)]);
31      if optimo(candidato,M)==1 nf=2;
32       Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)],Q);
33      else candidato=chara3([M(1,1:2);M(2,1:2);... 

M(3,1:2)],[M(1,3) M(2,3) M(3,3)]);
34       if optimo(candidato,M)==1 nf=3;
35        Q=recoloca([M(1,:);M(2,:);M(3,:)],Q);
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36       else M=recoloca([M(4,:)],M);
37        candidato=chara3([M(1,1:2);M(2,1:2);...

M(3,1:2)],[M(1,3) M(2,3) M(3,3)]);
38        if optimo(candidato,M)==1 nf=3;
39         Q=recoloca([M(1,:);M(2,:);M(3,:)],Q);
40        else
41         nf=3;
42         Q=recoloca([M(1,:);M(3,:);M(4,:)],Q);
43        end
44       end
45      end
46     end
47    end
48   end
49  end 
50 end 

7.5. La rutina undesirable

En esta última sección, construiremos una rutina que genere una tabla con las
coordenadas de los puntos candidatos a ser solución del problema ordenado de
localización de centros no deseados que abarca nuestro trabajo, cuando nos res-
tringimos a una región poligonal y para el caso en el que la norma utilizada sea
la euclídea. También se han elaborado las subrutinas gráficas pintamedia y
wplot, que serán presentadas más adelante, que nos permitirán visualizar los
resultados cómodamente.

Para la implementación de esta rutina, se han diseñado las subrutinas
técnicas quitarep, isinpoly, inconvex e intermedia y también serán presentadas
más adelante.

Basándonos en los resultados obtenidos en el capítulo anterior (ver
principio del capítulo 6), el conjunto de puntos candidatos lo podemos construir
determinando:

- por una parte, los puntos del interior de la región poligonal dada que
pertenezcan al interior de la envolvente convexa determinada por las
poblaciones afectadas y a dos mediatrices ponderadas que se intere-
sequen transversalmente (y obtenidos con la subrutina candinterior),

- y por otra, los puntos que pertenezcan a alguna mediatriz pondera-
da e intersequen transversalmente a la frontera de la región poligo-
nal dada (y obtenidos con la subrutina candfrontera). 
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7.5.1. La subrutina quitarep

La instrucción quitarep(A,tol), diseñada para ser llamada por undesirable, nos
permite eliminar las filas iguales de la matriz A, entendiendo como filas igua-
les las que la diferencia de sus componentes es menor que el parámetro de
tolerancia tol.

00 function A=quitarep(A,tol) 
01 if isempty(A)~=1
02  A=sortrows(A);
03  x=A(1,:); k=2;
04  while k<=size(A,1)
05   if norm(x-A(k,:),inf)<tol
06    A(k,:)=[];
07   else
08    x=A(k,:); k=k+1;
09   end
10  end
11 end 

7.5.2. La subrutina isinpoly

La instrucción isinpoly(X,A), diseñada para ser llamada por undesirable, devuel-
ve 1 ó 0 según que el punto X pertenezca o no al polígono determinado por los
puntos de la matriz A. Para ello, el polígono ha de quedar a la izquierda cuan-
do se recorren los puntos de la matriz A.

00 function output=isinpoly(X,A)
01 [m,n]=size(A); suma=0;
02 if size(unique([unique(A,’rows’);X],’rows’))==...

size(unique(A,’rows’)) output=1;
03 else A(m+1,:)=A(1,:);
04  for k=1:m
05   u=A(k,:)-X; v=A(k+1,:)-X; num=u(1)*v(2)-u(2)*v(1);...

den=u(1)*v(1)+u(2)*v(2);
06   if den==0
07    if num>0 add=1/2;
08    else add=-1/2;
09    end
10   elseif num==0 & den<0 add=1;
11   elseif num<0 & den>0 add=atan(num/den)/pi;
12   elseif num<0 & den<0 add=-1+atan(num/den)/pi;
13   elseif num>0 & den<0 add=1+atan(num/den)/pi;
14   else add=atan(num/den)/pi;
15   end
16   suma=suma+add;
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17  end
18  if suma<=1 output=0;
19  else output=1;
20  end
21 end 

7.5.3. La subrutina inconvex

La instrucción inconvex(P,Z), diseñada para ser llamada por undesirable, devuel-
ve 1 ó 0 según que el punto Z pertenezca o no a la envolvente convexa deter-
minada por los puntos de la matriz P.

00 function isinconvex=inconvex(P,Z)
01 Q=[]; X=P(:,1); Y=P(:,2);
02 indices=convhull(X,Y);
03 [m,n]=size(indices);
04 P=P(indices(1:m-1),:);
05 if isinpoly(Z,P)==1 isinconvex=1;
06 else isinconvex=0;
07 end 

7.5.4. La subrutina intermedia

La instrucción intermedia(P1,P2,w1,w2,P3,P4,w3,w4,region), diseñada para
ser llamada por undesirable, determina los puntos de cortes transversales de la
mediatriz ponderada correspondiente a los puntos P1 y P2 con pesos w1 y w2
con la mediatriz ponderada correspondiente a los puntos P3 y P4 con pesos w3
y w4 y que además se encuentren dentro de la región poligonal determinada
por los puntos de la matriz region, siendo tal región la que queda a la izquierda
al recorrer los puntos de la citada matriz.

00 function puntos=intermedia(P1,P2,w1,w2,P3,P4,w3,w4,region) 
01 puntos=[];
02 if w1==w2 & w3==w4
03  primero=[(P1+P2)/2;(P1+P2)/2+[P1(2)-P2(2) P2(1)-P1(1)]];
04  segundo=[(P3+P4)/2;(P3+P4)/2+[P3(2)-P4(2) P4(1)-P3(1)]];
05  cortes=interec(primero(1,:),primero(2,:),... 

segundo(1,:),segundo(2,:));
06  cortes=[cortes;cortes];
07 elseif w1==w2 & w3~=w4
08  cortes=generalconcirc([P2(1)-P1(1) P2(2)-P1(2) ... 

(P1(1)^2+P1(2)^2-P2(1)^2-P2(2)^2)/2],... 
w3^2/(w3^2-w4^2).*P3-w4^2/(w3^2-w4^2).*P4,... 
w3*w4*sqrt((P3(1)-P4(1))^2+(P3(2)-P4(2))^2)/... 
abs(w3^2-w4^2));
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09 elseif w1~=w2 & w3==w4
10  cortes=generalconcirc([P4(1)-P3(1) P4(2)-P3(2) ... 

(P3(1)^2+P3(2)^2-P4(1)^2-P4(2)^2)/2],... 
w1^2/(w1^2-w2^2).*P1-w2^2/(w1^2-w2^2).*P2,... 
w1*w2*sqrt((P1(1)-P2(1))^2+(P1(2)-P2(2))^2)/... 
abs(w1^2-w2^2));

11 else
12  cortes=circint(w1^2/(w1^2-w2^2)*P1(1)-... 

w2^2/(w1^2-w2^2)*P2(1),... 
w1^2/(w1^2-w2^2)*P1(2)-w2^2/(w1^2-w2^2)*P2(2),... 
w1*w2*sqrt((P1(1)-P2(1))^2+(P1(2)-P2(2))^2)/... 
abs(w1^2-w2^2),... 
w3^2/(w3^2-w4^2)*P3(1)-w4^2/(w3^2-w4^2)*P4(1),... 
w3^2/(w3^2-w4^2)*P3(2)-w4^2/(w3^2-w4^2)*P4(2),... 
w3*w4*sqrt((P3(1)-P4(1))^2+(P3(2)-P4(2))^2)/... 
abs(w3^2-w4^2));

13 end
14 [m,n]=size(cortes);
15 if m==2
16  for i=1:2;
17   if isinpoly(cortes(i,:),region)==1
18    puntos=[puntos; cortes(i,:)];
19   end
20  end
21  puntos=quitarep(puntos,10^(-5));
22 end

7.5.5. La subrutina candinterior

La instrucción candinterior(P,Q,w), llamada por undesirable, determina los can-
didatos a solución (según los resultados del principio del capítulo 6) de los pro-
blemas de localización de un centro no deseado que sean interiores a la región
poligonal determinada por los puntos de la matriz Q, siendo tal región la que
queda a la izquierda al recorrer los puntos de la citada matriz. Las poblaciones
afectadas vienen determinadas por los puntos de la matriz P y sus pesos respec-
tivos figuran como componentes del vector w.

00 function candinterior=candinterior(P,Q,w)
01 matriz=[]; permuta=[];
02 candinterior=[];
03 probarcon=[];[m,n]=size(P);
04 for i=1:m
05  matriz=[matriz; P(i,:) w(i)];
06 end
07 [m,n]=size(matriz);
08 k=nchoosek(m,2);
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09 for i=1:m-1
10  for j=i+1:m
11   permuta=[permuta; matriz(i,:) matriz(j,:)];
12  end
13 end
14 for i=1:k-1
15  for j=i+1:k
16   probarcon=[probarcon; permuta(i,:) permuta(j,:)];
17  end
18 end
19 for i=1:nchoosek(nchoosek(m,2),2)
20  aspirante=intermedia(probarcon(i,1:2),... 

probarcon(i,4:5),probarcon(i,3),probarcon(i,6),... 
probarcon(i,7:8),probarcon(i,10:11),probarcon(i,9),... 
probarcon(i,12),Q);

21  [a,b]=size(aspirante);
22  for l=1:a
23   if inconvex(P,aspirante(l,:))==1
24    candinterior=[candinterior; aspirante(l,:)];
25   end
26  end
27 end
28 candinterior=quitarep(candinterior,10(-5)); 

7.5.6. La subrutina candfrontera

La instrucción candfrontera(P,Q,w), llamada por undesirable, determina los can-
didatos a solución (según los resultados del principio del capítulo 6) de los pro-
blemas de localización de un centro no deseado que pertenezcan a la frontera
de la región poligonal determinada por los puntos de la matriz Q, siendo tal
región la que queda a la izquierda al recorrer los puntos de la citada matriz. Las
poblaciones afectadas vienen determinadas por los puntos de la matriz P y sus
pesos respectivos figuran como componentes del vector w.

00 function candfrontera=candfrontera(P,Q,w)
01 candfrontera=[];
02 Qc=[Q; Q(1,:)];
03 [mq,nq]=size(Qc);
04 [mp,np]=size(P);
05 for k=1:mq-1
06  for i=1:mp-1
07   for j=i+1:mp
08    if w(i)~=w(j)
09     centro=w(i)^2/(w(i)^2-w(j)^2)*P(i,:)-... 

w(j)^2/(w(i)^2-w(j)^2)*P(j,:);
10     r=w(i)*w(j)*sqrt((P(i,1)-P(j,1))^2+...
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(P(i,2)-P(j,2))^2)/abs(w(i)^2-w(j)^2);
11     u=[Qc(k+1,2)-Qc(k,2) Qc(k,1)-Qc(k+1,1) ... 

Qc(k+1,1)*Qc(k,2)-Qc(k,1)*Qc(k+1,2)];
12     aspirante=generalconcirc([u(1) u(2) u(3)],... 

w(i)^2/(w(i)^2-w(j)^2).*P(i,:)-... 
w(j)^2/(w(i)^2-w(j)^2).*P(j,:),... 
w(i)*w(j)*sqrt((P(i,1)-P(j,1))^2+... 
(P(i,2)-P(j,2))^2)/abs(w(i)^2-w(j)^2));

13    else primero=(P(i,:)+P(j,:))/2+... 
[P(j,2)-P(i,2),P(i,1)-P(j,1)];

14     segundo=(P(i,:)+P(j,:))/2-... 
[P(j,2)-P(i,2),P(i,1)-P(j,1)];

15     aspirante=interec(Qc(k,:),Qc(k+1,:),... 
primero,segundo);

16    end
17    orden=sort([Qc(k,1),Qc(k+1,1)]);
18    [r,s]=size(aspirante);
19    for t=1:r
20     if (aspirante(t,1)<=orden(2) & ... 

aspirante(t,1)>=orden(1)) 
candfrontera=[candfrontera; aspirante(t,:)];

21     end
22    end
23   end
24  end
25 end
26 candfrontera=quitarep(candfrontera,10^(-5));

7.5.7. La subrutina wsaame

La instrucción wsaame(P,X,u,w), llamada por undesirable, determina el valor de
la función objetivo asociada al criterio determinado por el vector u, en cada uno
de los puntos de la matriz X, siendo las poblaciones afectadas las determinadas
por los puntos de la matriz P y sus pesos respectivos figuran como componen-
tes del vector w. La sustitución de la línea 07 por cualquiera de las líneas comenta-
das (precedidas por el caracter % y que corresponden respectivamente a la 1,

5 y a cualquier otra que se almacene con el nombre otranorma) nos permi-
tiría construir el mapa de colores (utilizando la instrucción wplot presentada a
continuación) para visualizar el comportamiento de la función objetivo asociada
a cualquier criterio seleccionado. 

00 function T=wsaame(P,X,u,w)
01 T=[];
02 [a,b]=size(P);
03 [c,d]=size(X);
04 for i=1:c

|| ⋅ ||
|| ⋅ ||
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05  v=[];
06  for k=1:a;
07   v = [v w(k)*sqrt((X(i,1)-P(k,1))^2+... 

(X(i,2)-P(k,2))^2)]; 
%v= [v w(k)*(abs(X(i,1)-P(k,1))+... 
% abs(X(i,2)-P(k,2)))]; 
%v= [v w(k)*((abs(X(i,1)-P(k,1)))^5+... 
% (abs(X(i,2)-P(k,2)))^5)^(1/5)]; 
%v= [v, w(k)*otranorma(X(i,1)-P(k,1),... 
% X(i,2)-P(k,2))];

08  end;
09 T=[T sort(v)*u’];
10 end; 

7.5.8. La subrutina wplot

La instrucción wplot(P,Q,u,w,a,b), llamada por undesirable, genera una salida
gráfica representando los valores de la función objetivo asociada al criterio
determinado por el vector u para la norma seleccionada en la rutina wsaame
anterior, siendo P una matriz con las coordenadas de las poblaciones afectadas,
Q una matriz con los vértices de la región poligonal factible, siendo tal región la
que queda a la izquierda al recorrer los puntos de la citada matriz, el vector w
los pesos correspondientes a cada población y a y b dos escalares indicando las
divisiones a considerar en los ejes X e Y respectivamente. Los valores de la fun-
ción objetivo se corresponden con la barra de colores que aparece a la derecha
de la gráfica.

00 function wplot(P,Q,u,w,a,b)
01 maximos=max(Q); minimos=min(Q);maximovalor=0;
02 [x,y]=meshgrid(minimos(1):(maximos(1)-minimos(1))/a:... 

maximos(1),... 
minimos(2):(maximos(2)-minimos(2))/b:maximos(2));

03 [m,n]=size(x);
04 for i=1:m
05  for j=1:n
06   if isinpoly([x(i,j),y(i,j)],Q)~=1 z(i,j)=NaN;
07   else z(i,j)=wsaame(P,[x(i,j),y(i,j)],u,w);
08    if z(i,j)>maximovalor maximovalor=z(i,j); end
09   end
10  end
11 end
12 surf(x,y,z); shading interp; hold on; view([0,90])
13 colormap(1-(jet/2)); colorbar; axis equal;
14 plot3(P(:,1),P(:,2),1+maximovalor+0.*P(:,1),’*’);)
15 Qc=[Q; Q(1,:)];
16 plot3(Qc(:,1),Qc(:,2),1+maximovalor+0.*Qc(:,1)) 
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7.5.9. La subrutina pintamedia

Esta rutina, llamada desde la rutina undesirable que se presentará a continua-
ción, nos permite completar la gráfica obtenida con wplot, incluyendo en la
misma las mediatrices ponderadas asociadas a cualquier par de poblaciones, ele-
gidas de entre las indicadas en la matriz P siendo los pesos asociados los deter-
minados por el vector w.

00 function pintamedia(P,Q,w,h)
01 [m,n]=size(P);maximos=max(Q); minimos=min(Q);
02 xmax=maximos(1);xmin=minimos(1);
03 ymax=maximos(1); ymin=minimos(1);
04 hold on; axis equal; axis([xmin xmax ymin ymax])
05 for i=1:m-1
06  for j=i+1:m
07   if w(i)==w(j)
08    if P(i,1)-P(j,1)==0
09     plot3([(P(i,1)+P(j,1))/2,(P(i,1)+P(j,1))/2],... 

[ymin,ymax],[h h],’g’)
10    else primerpar=[(P(i,:)+P(j,:))/2;... 

(P(i,:)+P(j,:))/2+... 
[P(i,2)-P(j,2) P(j,1)-P(i,1)]];

11     primero=interec(primerpar(1,:),primerpar(2,:),... 
[xmin ymin],[xmin ymax]);

12     segundo=interec(primerpar(1,:),primerpar(2,:),... 
[xmax ymin],[xmax ymax]);

13     if isempty(primero)~=1 & isempty(segundo)~=1
14      plot3([primero(1) segundo(1)],... 

[primero(2) segundo(2)],[h h],’g’)
15     end
16    end
17   else
18    centro=w(i)^2/(w(i)^2-w(j)^2)*P(i,:)-... 

w(j)^2/(w(i)^2-w(j)^2)*P(j,:);
19    radio=w(i)*w(j)*sqrt((P(i,1)-P(j,1))^2+... 

(P(i,2)-P(j,2))^2)/abs(w(i)^2-w(j)^2);
20    t=0:pi/60:2*pi;
21    plot3(centro(1)+radio*cos(t),... 

centro(2)+radio*sin(t),h+0.*t,’g’);
22   end
23  end
24 end
25 plot3(P(:,1),P(:,2),h+0.*P(:,1),’*’) 
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7.5.10. La rutina undesirable

Por último, la rutina undesirable(P,Q,w,u,a,b) resuelve el problema ordenado de
localización de un centro no deseado dentro de una región poligonal, siendo P
una matriz con las coordenadas de las poblaciones afectadas, Q una matriz con
las coordenadas de los vértices la región poligonal, ordenados de tal forma que,
al recorrer la matriz, la región quede a la izquierda del sentido de la marcha, w
el vector de pesos asociados a cada población y u el vector asociado al criterio
elegido. Devuelve una tabla con las coordenadas de los puntos candidatos y los
correspondientes valores de la función objetivo. Además utiliza las rutinas ante-
riores pintamedia y wplot para generar una salida gráfica con un mapa de colo-
res dividiendo la región indicada, un número a de veces en el eje X y b veces en
el eje Y.

Para el vector asociado al criterio, y siendo m el número de poblacio-
nes afectadas, podemos utilizar el vector u=[1 -1 zeros(1,m-2)] para obtener el
diagrama de Voronoi, el vector u=[1 zeros(1,m-1)] para resolver el problema
“maximin” y u=ones(1,m) para resolver el problema “maxisum”.

00 function undesirable(P,Q,w,u,a,b)
01 interiores=candinterior(P,Q,w);
02 frontera=quitarep([candfrontera(P,Q,w);Q],10^(-5));
03 candidatos=quitarep([interiores;frontera],10^(-5));
04 valores=wsaame(P,candidatos,u,w);
05 [candidatos’;valores]’
06 [maximo,indice]=max(valores);
07 wplot(P,Q,u,w,a,b); hold on;
08 extrdcho=max(Q); extrizq=min(Q);
09 xmax=extrdcho(1);xmin=extrizq(1);
10 ymax=extrdcho(1); ymin=extrizq(1);
11 axis equal; axis([xmin xmax ymin ymax])
12 plot3(P(:,1),P(:,2),maximo+0.*P(:,1),’*’); hold on;
13 pintamedia(P,Q,w,maximo); hold on
14 if isempty(interiores)~=1
15  plot3(interiores(:,1),interiores(:,2),... 

maximo+0.*interiores(:,1),’k.’);
16 end
17 if isempty(frontera)~=1
18 plot3(frontera(:,1),frontera(:,2),... 

maximo+0.*frontera(:,1),’k.’);
19 end
20 plot3(candidatos(indice,1),candidatos(indice,2),maximo,’rh’)
21 Qc=[Q;Q(1,:)]; plot3(Qc(:,1),Qc(:,2),maximo+0.*Qc(:,1))
22 X=P(:,1); Y=P(:,2);indices=convhull(X,Y);
23 plot3(X(indices),Y(indices),maximo+0.*indices)
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Conclusiones, aportaciones y trabajos futuros

Estas últimas páginas están dedicadas a presentar un breve resumen en el que reco-
gemos las conclusiones y las aportaciones más relevantes de este trabajo e indica-
mos algunas líneas abiertas de investigación que serán abordadas en el futuro.

En este trabajo hemos abordado el problema de localización de cen-
tros no deseados en el plano, restringiendo el conjunto de soluciones factibles a
una región cerrada y acotada. A modo de introducción y motivación, en los dos
primeros capítulos hemos realizado un rápido recorrido por los problemas genera-
les de localización, desde los resultados relacionados con los problemas más clási-
cos, que también se denominan problemas de localización de centros deseados,
hasta los resultados más relevantes de la bibliografía, de entre los que hemos
destacado los que se centran en los problemas de localización de centros no
deseados.

En el capítulo tercero se hace una primera aproximación al problema,
abordándolo a través del concepto de dominancia que nos sirve, en general, para
eliminar ciertas regiones del conjunto inicial, observando que, para los puntos de
tales regiones, podemos encontrar otros que son preferibles por todas y cada una
de las poblaciones afectadas y hemos impuesto esta condición como requisito
para la elección de cualquier criterio coherente con el que determinar una ubica-
ción óptima para un centro no deseado. La conclusión a la que hemos llegado en
dicho capítulo es que podemos restringir nuestra búsqueda de soluciones ópti-
mas en la región factible, a los puntos de su frontera y a los puntos que perte-
nezcan a la envolvente convexa de las poblaciones afectadas por el centro a ins-
talar, aunque en esta primera reducción de puntos candidatos a solución óptima
todavía nos encontramos con infinitos puntos en nuestra región de búsqueda.

En el cuarto capítulo hemos construido una función objetivo general
que nos permite modelar, como casos particulares, los principales problemas de
localización de centros no deseados que existen en la bibliografía, establecién-
dose los criterios más usuales en términos de dicha función y, aproximando la
región factible por una poligonal, hemos obtenido un conjunto de puntos can-
didatos a ser una solución óptima de nuestro problema a través de ciertas con-
diciones expresadas en términos de igualdades para las distancias ponderadas a
las poblaciones consideradas. Así, los puntos candidatos de la frontera de la
región factible son los vértices de dicha región o aquellos otros puntos que equi-
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distan ponderadamente de dos poblaciones afectadas, mientras que los puntos
interiores de la región son aquellos que se obtienen como intersección de dos
de dichas mediatrices ponderadas. Una ventaja que presenta esta caracteriza-
ción del conjunto de puntos candidatos es que es independiente de la particu-
larización que, al especificar los criterios considerados, hagamos de los corres-
pondientes parámetros de la función. Esto supone que, una vez determinados
dichos puntos, basta con evaluar sobre ellos la función objetivo asociada a cada
uno de dichos criterios, pudiendo así optar por la solución más admisible y el cri-
terio que la genera.

También hemos observado que pueden existir soluciones óptimas fuera
de nuestro conjunto de puntos candidatos, aunque en tal caso, existe alguna en
tal conjunto que es tan preferible como aquella. En el quinto capítulo hemos pro-
bado que esta situación no se puede presentar si imponemos la condición de que
la distancia considerada provenga de una norma estrictamente convexa. En este
caso, hemos puesto de manifiesto que cualquier solución óptima pertenece al con-
junto caracterizado anteriormente a través de mediatrices ponderadas.

La naturaleza de la distancia empleada condicionará el cumplimiento
de ciertas propiedades geométricas y topológicas de tales mediatrices y, por
tanto, el que el conjunto de puntos candidatos sea finito o no. En el caso parti-
cular más extendido en el que la distancia utilizada sea la que proviene de la
norma euclídea, hemos demostrado que dicho conjunto es finito e igualmente
sucede para normas elípticas. Es decir, para regiones factibles poligonales, el
conjunto formado por la unión del conjunto de los vértices de la región consi-
derada, del conjunto de puntos de la frontera de dicha región que equidistan
ponderadamente de dos poblaciones afectadas y el conjunto de los puntos inte-
riores que se obtienen como intersección dos mediatrices ponderadas corres-
pondientes a dos pares de poblaciones distintas, es finito. Esto nos conduce a un
algoritmo con una complejidad computacional de orden (m4), siendo m el
número de poblaciones afectadas que nos permite determinar la solución de
cualquier problema de este tipo.

Sin embargo, la mayoría de los problemas de localización de centros
no deseados son problemas de decisión multicriterio en los que se establecen
varios criterios de interés. Un procedimiento usual en la toma de decisiones mul-
ticriterio consiste en la construcción de un nuevo criterio a partir de la suma
ponderada de los considerados, asociando a cada uno de ellos un peso positivo
que refleja la importancia que el decisor asigna a cada uno de ellos.

Cuando todos los criterios considerados se expresan mediante la espe-
cificación de los correspondientes parámetros de la función objetivo propuesta,
hemos demostrado que la solución correspondiente al problema multicriterio
ponderado se encuentra también en el conjunto de puntos candidatos que
hemos caracterizado. Además, hemos analizado en este trabajo cuál es la utilidad
de considerar el problema multicriterio y atribuir pesos a las poblaciones en fun-
ción del número de habitantes de las mismas, pues tanto la determinación del cri-
terio como la elección de los pesos dependen de la naturaleza del problema que

O
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deseemos resolver y así, a modo de ejemplo y con la ayuda de las rutinas en
MATLAB que hemos construido y cuyos códigos también se ofrecen, hemos apli-
cado los resultados de nuestro trabajo tanto a diversos ejemplos teóricos como a
un caso concreto en el que la región de referencia es la comunidad autónoma
andaluza considerando todas las poblaciones de más de 50.000 habitantes.

Finalmente, como líneas de investigación de trabajos futuros, nos
proponemos

- determinar un conjunto de puntos candidatos cuando utlizamos
normas poligonales en la construcción de la función objetivo al
modelar el impacto sobre cada población de un centro no deseado.

- aplicando la metodología aquí expuesta, determinar la ubicación
óptima de otros objetos geométricos, tales como segmentos ancla-
dos (especialmente útil en localización de rutas de transportes de
mercancías peligrosas), cuadrados, rectángulos, polígonos o círculos
(instalación de complejos industriales que ocupan una gran exten-
sión con respecto a la región donde hay que instalarla), siendo esta
línea sobre la que actualmente estamos trabajando.

- explorar cómo han de realizarse las asignaciones de los pesos aso-
ciados a las distintas poblaciones en un problema real si se desean
considerar diversos criterios y la posibilidad de utilizar este mismo
procedimiento cuando los pesos pueden tomar valores positivos o
negativos, lo que nos permitiría tratar el problema de localización de
centros atractivos y repulsivos a la vez, problema éste de interés
pues existen servicios que unas poblaciones querrían tenerlos cerca
y otras lejos.

- en colaboración con el grupo de investigación en el que participo,
trabajamos en la búsqueda de otros algoritmos basados en redes
neuronales e intentaremos aplicar nuestro modelo a casos prácticos
concretos, siguiendo, por ejemplo, la línea de colaboración abierta
con sede en Fuengirola del Instituto Español de Oceanografía.
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Un Modelo Multicriterio de
Localización de Centros No
Deseados con Pesos

Carlos Guerrero García

Este trabajo se enmarca dentro de los
denominados  p rob lemas  de
localización, cuyo objetivo es la
determinación de la ubicación óptima,
dentro de una región dada, para
instalar un centro de servicios que
afectará de una u otra forma a un
conjunto de núcleos de población.
A partir de la segunda mitad del siglo
XX y como consecuencia de la
Revolución Industrial, empezaron a
proliferar centros de servicio o de
almacenamiento que, aún siendo
imprescindibles, pueden tener
consecuencias negativas para la salud
o el medio ambiente. Como ejemplos
actuales, podemos citar como centros
de este tipo a las centrales nucleares,
cementerios de residuos tóxicos o
radioactivos, fábricas contaminantes
ambiental o acústicamente, plantas
de tratamiento de desechos de centros
urbanos (vertederos), o incluso
cualquier otro tipo de instalaciones
que generan un rechazo colectivo
(justificado o no) en las poblaciones
colindantes tan pronto como son
conocedoras de su posible ubicación
(cárceles, centros para el tratamiento
y rehabi l i tación de personas
drogodepend ientes ,  . . . ) .  La
determinación de la ubicación óptima
para instalar un centro de este tipo
dota a estos problemas de una
marcada componente social o
medioambiental.
El modelo que aquí proponemos
permite abordar, a través de una teoría
unificada, una amplia familia de
problemas de localización de centros
no deseados, determinando un
conjunto de posibles ubicaciones
dentro del cual podemos garantizar
que existe la solución para todos y
cada uno de los problemas que
nuestro modelo admite. Además, es
suficientemente flexible permitiendo
así una mayor precisión en el
modelado, tanto del tejido social como
del impacto medioambiental, en cada
caso concreto.
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