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PROLOGO






Prélogo

Prélogo

En esta ocasion, el Consejo Econémico y Social de Andalucia ha considerado la
inclusién, dentro de su coleccién Premio de Investigacion, de esta publicacion
con el marcado caracter l6gico-deductivo propio de la Ciencia Matemaética.

El contenido de este trabajo se enmarca dentro de la Teoria de la
Localizacion desde la que se trata de determinar, dentro de una region de refe-
rencia, la ubicacién éptima para la instalacion de centros que proporcionen ser-
vicios o beneficios a los usuarios. El estudio de los problemas de localizacién de
centros de servicios que son deseados por los usuarios, y que estos prefieren
tenerlos lo mas cerca posible, como ocurre con escuelas, centros hospitalarios,
centros comerciales, etc, ha acaparado la atencién de mateméticos, economis-
tas, geodgrafos e ingenieros de todo el mundo desde hace més de cincuenta
afios.

Por otra parte, hay otro tipo de centros de servicios que esta siendo
cada vez mas demandado por nuestro actual estilo de vida y que, sin embargo,
puede tener efectos adversos sobre las personas que viven cerca de ellos por-
que producen contaminacion atmosférica, acUstica o, simplemente, por consti-
tuir un riesgo potencial para la calidad de vida de los individuos. Asi sucede, por
ejemplo, con los vertederos de residuos sélidos urbanos, industrias quimicas,
centrales nucleares, plantas de tratamiento de aguas residuales o de residuos
industriales, depositos radiactivos, centros penitenciarios, etc. Las poblaciones
afectadas suelen oponerse a que dichos centros se instalen en sus proximidades
y los prefieren lo mas alejado posible.

Puesto que debemos respetar los limites de la region de referencia fija-
da dentro de la cual tenemos que instalar estos servicios, es interesante estable-
cer criterios y procedimientos que permitan determinar los lugares mas adecua-
dos, de la forma mds razonable e imparcial posible, y que ademas, tengan en
cuenta las diferentes preferencias, sensibilidades y usos que las distintas poblacio-
nes consideradas haran de dicho servicio, pudiendo asi lograr un equilibrio justo
entre las ventajas y los inconvenientes que afectaran a cada una de ellas.
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En la Tesis Doctoral del profesor Carlos Guerrero Garcia, realizada en
el Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad de Mélaga, que se
hizo merecedora, en mayo del 2005, de la calificacién de sobresaliente cum
laude por unanimidad y que aqui se publica, se aborda el problema de la loca-
lizacion de estos Ultimos tipos de centros desde un modelo matematico general
que permite, tanto la diferenciacion de cada una de las poblaciones considera-
das, como la utilizacién, tanto de la practica totalidad de los criterios clasicos,
como de otros muchos que pueden ser de utilidad.

Es evidente que el grado de molestia que debe soportar cada una de
las poblaciones afectadas est4 intimamente relacionado con la distancia que las
separa del centro no deseado a instalar, pero ademas, la forma en la que el efec-
to pernicioso se propaga puede depender de otros aspectos. Por ejemplo, el mal
olor que se desprende de un vertedero se puede ver arrastrado por los vientos
dominantes en la zona. El modelo matematico que aqui se propone también
permite el empleo de diferentes distancias, pudiendo asi optar por aquella que
refleje, de la forma més ajustada posible, la realidad del fenémeno a estudiar.

Esta gran versatilidad no impide el tratamiento general de la amplia
familia de problemas que el modelo admite y, en este trabajo, se construye un
conjunto dentro del cual podemos afirmar que se encuentra la solucion a todos
y cada uno de tales problemas de localizacién de centros no deseados. Este con-
junto, que se establece en términos de equidistancias (o equidistancias ponde-
radas por los pesos) entre las poblaciones consideradas, es finito en el caso de
que utilicemos las distancias usuales (distancia euclidea, eliptica, rectangular,
etc) lo cual nos permite determinar computacionalmente la solucién en tiempo
polinomial, por ejemplo, utilizando los sencillos algoritmos que se establecen en
este trabajo, ofreciéndonos una programacion eficiente para obtener la respues-
ta en tiempo mds que aceptable.

Por ultimo, queremos indicar que este trabajo también permite con-
templar los problemas de localizacién de centros no deseados, detestables o
peligrosos, como problemas de decision multicriterio y que el modelo general
propuesto puede ser de gran ayuda a las personas, equipos o instituciones que
tengan que afrontar este tipo de problemas, proporcionando soluciones de
compromiso entre las poblaciones afectadas.

Mélaga, marzo de 2007

José Mufioz Pérez

Catedrético de Ciencias de la
Computacién e Inteligencia Artificial
Juan José Saamefio Rodriguez
Catedratico de Escuela Universitaria
de Matematica Aplicada
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Introduccién

Introduccion

El presente trabajo se enmarca dentro de una de las lineas de Investigacion del
Grupo ICAIl (Inteligencia Computacional y Analisis de Imagenes) del Plan
Andaluz de Universidades (TIC 163) que dirige el Profesor Dr. D. José Mufioz
Pérez y que integra a Profesores y Becarios de las 4reas de conocimiento de
Ciencias de la Computacién e Inteligencia Artificial y Matematica Aplicada de la
Universidad de Malaga. Dicho grupo tiene, como lineas de investigacion las
siguientes:

- Neurocomputacion.

- Analisis de Imé&genes Digitales.

- Reconocimiento de Patrones.

- Aprendizaje Computacional.

- Andlisis de Agrupaciones (Cluster Analysis) y Clasificacion.

- Localizacion.

Aunque, en una primera lectura, pudiera dar la impresiéon de que las
areas de trabajo sean muy dispares, el trabajo cotidiano nos ha ensefiado que
estan todas intimamente ligadas. La puesta en comdn de los conocimientos,
inquietudes y sugerencias de especialistas en cada uno de los temas, proporcio-
na abundantes frutos, como se observa si nos atenemos a los numerosos resul-
tados que viene acumulando el grupo.

Los problemas de localizacién se plantean y se estudian desde el siglo
XVII; grosso modo, estos problemas consisten en buscar la mejor ubicacién posi-

ble para instalar un centro de servicios que afecta, o afectard, a determinados
nucleos de poblacién.
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Si el deseo de cada una de las poblaciones colindantes es que el cen-
tro a ubicar quede lo més cerca posible de ella, hablaremos de problemas de loca-
lizacién propiamente dichos o problemas de localizacion de centros deseados. En
el caso contrario, en el que una instalacion pueda resultar molesta, perniciosa o
indeseable para los habitantes, nos enfrentamos a un problema de localizacién
de centros no deseados. Estos constituyen nuestro marco de trabajo.

La génesis del problema de localizacién de centros no deseados es
relativamente reciente; la practica totalidad de los resultados obtenidos en este
ambito datan, aproximadamente, de los Gltimos afios y nacen de la inquietud
que se ha despertado en la sociedad por todo tipo de contaminaciones. En
general, se plantean sobre grafos, sobre redes o sobre espacios continuos (gene-
ralmente, el plano real o una esfera). En este trabajo, abordamos los problemas
que se plantean para el plano real.

Con la explicacion somera que hemos dado acerca de lo que es un
problema de localizacién de centros no deseados es obvio que, en la practica,
no existe casi nunca una ubicacién 6ptima desde el punto de vista de todas las
poblaciones receptoras del efecto que produce el centro a instalar, pues cada
una de ellas desearia que se ubicara lo mas lejos posible; por lo tanto, se hace
necesario elegir un criterio, lo mas objetivo posible, que nos permita discriminar
un lugar respecto de otro. A este respecto, el criterio mas extendido en la biblio-
grafia el denominado “maximin”, aunque también se tratan otros problemas
como el “maxisum”, el * k-anticentro”, etc.

El trabajo que aqui se presenta recoge, como casos particulares, todos
los criterios anteriores y abre la posibilidad de considerar otros nuevos. Asi,
siguiendo, entre otros, el trabajo (Mufioz Pérez y Saamefio Rodriguez, 1999),
hemos afadido pesos en la formalizaciéon del problema y ademas, nuestro plan-
teamiento permite trabajar con cualquier tipo de norma. Estas incorporaciones no
son gratuitas, ya que la primera de ellas nos permite ponderar dafio infringido a
cada poblacion, y la segunda nos ayudara a modelar la posibilidad de que el efec-
to nocivo se propague radialmente con diferentes intensidades en cada direccion.

Atendiendo a todo esto, la tesis se ha estructurado de la siguiente forma:

En el primer capitulo se presentan los origenes del problema de locali-
zacién y se recogen algunos resultados y algoritmos de resolucién para los pro-
blemas més clasicos. Asi, realizamos un rapido recorrido por los dos primeros pro-
blemas de localizaciéon conocidos: el problema de Fermat o de Weber y el pro-
blema de Rawls o problema del recubrimiento minimo, de los que hacemos un
balance histérico y comentamos brevemente los trabajos en los que se abordan
y que, desde nuestro punto de vista, son los mas relevantes en la bibliografia.

En el capitulo segundo, presentamos los problemas clasicos de locali-
zacién de centros no deseados y subrayamos la necesidad de establecer criterios
que nos permitan discriminar conjuntos de puntos de una regiéon dada, acaban-
do dicho capitulo con una recopilacién del proceso de evolucién de estos pro-
blemas y un resumen de los principales trabajos.



Introduccién

Una primera condicién que debe verificar cualquier problema de loca-
lizacién de centros no deseados es que si un punto estd mas alejado de otro res-
pecto a todas las poblaciones, el primero sera preferible al segundo para ubicar
una instalacion de este tipo. Dicho de otra forma, el segundo punto podra ser
eliminado como posible candidato a solucién del problema. Esto, dicho en este
lenguaje comun, nos lleva al concepto de dominancia. En el tercer capitulo se
establece formalmente este concepto y se obtiene una primera depuracién, con-
duciéndonos a un conjunto de puntos factibles que sera, a partir de entonces,
nuestro conjunto de puntos candidatos a soluciéon 6ptima del problema.

Los siguientes capitulos constituyen el grueso de aportaciones de este
trabajo. Asi, en el cuarto se define un modelo para la localizacion de centros no
deseados que tiene la virtud de englobar a los modelos existentes en la actuali-
dad y la capacidad de poder considerar otros nuevos que también pueden ser
de utilidad. La ventaja de este enfoque radica, principalmente, en que nos pro-
porcionard una metodologia Unica para abordar todos los problemas de locali-
zaciéon de centros no deseados que se usan habitualmente. Se determina un
conjunto de puntos candidatos a solucién, por una parte, mediante la intersec-
cion de la frontera de la regién considerada con las mediatrices ponderadas aso-
ciadas a las poblaciones afectadas y, por otra, intersecando entre si dos de tales
mediatrices. En estas condiciones, se concluye el capitulo cuatro con un estudio
genérico de la naturaleza de ellas para cualquier norma.

Cuando restringimos el conjunto de normas utilizadas, a las normas
estrictamente convexas, cosa que hacemos en el capitulo cinco, se llega a la con-
clusién de que no hay mas puntos candidatos a una solucion éptima que los que
se determinaron en el capitulo anterior; es decir, se caracteriza el conjunto de pun-
tos candidatos a solucién como el conjunto VW1V E  donde V' es el conjunto
de vértices del poligono dado, I es el conjunto de puntos de la frontera del poli-
gono que equidistan de forma ponderada de dos poblaciones y E es el conjunto
de puntos interiores al poligono que equidistan de forma ponderada de dos pares
diferentes de poblaciones. Asi, para un criterio concreto (por ejemplo, el “maxi-
min") podemos llegar, con relativa facilidad,a los resultados que ya son conocidos.

En el sexto capitulo, a modo de ejemplo, hemos desarrollado un estu-
dio completo cuando trabajamos con una norma especifica. Aqui lo hemos
hecho para la norma euclidea, estableciendo que el conjunto VU I U E es fini-
to y construyendo un algoritmo que, con una complejidad de orden O (m*)

siendo M el nimero de poblaciones afectadas, nos lleva a la solucién éptima del
problema. La misma metodologia seguida en este caso, la podriamos aplicar a
otro tipo de normas, como la 1-norma, normas en las que las curvas de nivel
fuesen elipticas,..., llegandose a resultados equivalentes a éstos.

El trabajo concluye con un capitulo que hemos denominado imple-
mentaciones, en el que se exponen los codigos en MATLAB de las diferentes ruti-
nas que se han ido utilizando, o aparecen mencionadas, tanto en este trabajo
como en la bibliografia que hemos usado en el mismo.
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CAPITULO I: Primeros pasos en la Teoria de la Localizacion

Primeros pasos en la Teoria de la Localizacion

Un problema de localizacion consiste, esencialmente, en buscar la mejor ubica-
cion dentro de una regién, para instalar un centro de servicios que atienda las
demandas de un conjunto de poblaciones, representados tanto unos como
otras, por puntos de cierto espacio de trabajo.

Como se desprende de esta definicién genérica del problema de loca-
lizacion, dos son los factores a tener en cuenta en primera instancia:

- ¢Cuéles son los lugares posibles?
- ¢En base a qué criterio decidimos que una ubicacion es mejor que otra?

La respuesta a la primera de las cuestiones determina el espacio de
trabajo: aunque en ocasiones podemos modelarlo de forma discreta (por ejem-
plo, a través de los nodos de una red o de un grafo), nos vamos a centrar en los
modelos que podemos describir a través de variables continuas (coordenadas),
hablando asi de lo que se conoce como problemas de localizacion continua.
Concretamente, nuestro campo de investigacién va a estar centrado en espacios
bidimensionales planos (un circuito integrado, un trozo de papel, o una zona
geografica no muy extensa).

En general, en la teoria de la localizaciéon también se abordan proble-
mas planteados sobre otros tipos de espacios: en algunas ocasiones bastara con
una Unica variable para describirlos, como sucederia si estuviésemos interesados
en trabajar sobre una linea (recta, curva o quebrada) como, por ejemplo, un
tramo de autopista, una corriente de agua o una via férrea; sin embargo, tam-
bién podriamos estar interesados en otros espacios que, sin ser planos, se pue-
den describir a través de dos coordenadas (por ejemplo, regiones esféricas al con-
siderar una zona geogréfica muy vasta, un continente o el globo terrdqueo al
completo) o incluso trabajar con posiciones en cada una de las posibles plantas
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dentro de un edificio o tener en cuenta lugares bajo el agua o en el aire y, por
tanto, necesitariamos una variable mas para indicar la altura o la profundidad.

Si bien en el caso discreto podemos enumerar todos los lugares posi-
bles, no sucede asi en el caso de la localizacién en espacios continuos, donde lo
Unico que podemos afirmar es que los candidatos a ser una localizacién 6ptima
estaran en el espacio de trabajo y nuestra labor consiste en intentar ponerlos de
relieve. De esta forma, los modelos de localizacién en espacios continuos acttian
como “generadores de puntos” y nos conduciran a problemas con una fuerte
componente geométrica.

En principio, podria suceder que la regién objeto de nuestro estudio
no conlleve ninguna restricciéon sobre el espacio de trabajo. Sin embargo, si la
naturaleza de nuestro problema es geogréfica, suele ser frecuente que la regién
de referencia venga descrita como el interior de una regién poligonal cuyo
borde estd determinado por una coleccién de puntos consecutivos unidos por
segmentos. En otros casos la region puede ser mucho mas complicada, sobre
todo si entran en juego aspectos técnicos, econémicos o politicos.

La segunda cuestion a estudiar, en la que fijamos un criterio para eva-
luar cada posible ubicacién, pasa por especificar nuestro objetivo. Para los
modelos con los que vamos a trabajar, sera siempre el de localizar aquellas ubi-
caciones que no puedan ser mejoradas. Por tanto, nuestros modelos intentaran
siempre minimizar algin coste o algun perjuicio y/o maximizar ganancias o
alguin beneficio.

Este objetivo puede venir especificado a través de uno o varios crite-
rios. El caso de un Unico criterio, nos conduce a los problemas clasicos de encon-
trar un maximo o un minimo de alguna funcién de las variables que describen
nuestro espacio. Sin embargo, cuando nuestro interés se centra en varios crite-
rios, la forma mas extendida de abordar estos problemas pasa por determinar
todos los puntos eficientes o no dominados.

En general, lo que distingue a una posible ubicacién de otra es la posi-
cién relativa a un conjunto de puntos dados, y una de las formas més bésicas de
diferenciarla es a través de la distancia. Aunque esta distancia dependerd del
problema que estemos intentando abordar y de la forma de modelarlo, nos res-
tringiremos a la utilizacién de distancias que provienen de normas. En particu-
lar, podemos modelar los problemas mas clasicos relacionados con los de la geo-
metria euclidea en el plano, en los que la distancia utilizada es la que proviene

de lanorma ll-Il, i (x,y) e R, || (x,») Il,= I+ 37)

Algunos problemas nos conducirdn a modelos “atractivos” en los que
nuestro interés radica en hacer minima las distancias a una coleccién de puntos
dados. Por el contrario, otros problemas nos pueden conducir a modelos “repul-
sivos”, en los que nos interesard hacer maximas esas distancias. Incluso, algu-
nos problemas nos conducirdn a modelos mixtos, en los que nuestro objetivo
puede tener componentes “atractivas” y “repulsivas” a la vez.
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1.1. Un primer problema de localizacion: el problema de Weber

En la Teoria de la Localizacién el problema més clésico y conocido es el proble-
ma de Weber, con una larga y enrevesada historia. Aunque pueda parecer extre-
madamente simple, tiene tantos puntos de vista y generalizaciones que ha dado
lugar a numerosos trabajos desde el siglo XVII hasta nuestros dias (podemos
encontrar un recorrido histérico del problema en (Love et al., 1988), (Francis et
al., 1992) y (Wesolowsky, 1993)). No es facil ponerse de acuerdo en su deno-
minacion y asi, examinando la bibliografia, algunos de los nombres con los que
también se conoce son: el problema de Fermat, de Fermat generalizado, de
Fermat-Torricelli, de Steiner, de Steiner generalizado, de Steiner-Weber, de la
mediana, del centro mediano, minisum, del punto de distancia total minima, de
la mediana bidimensional o el problema de la mediana en el espacio.

De entre sus mdltiples variantes, quiza la formulacion mas comun sea
la de encontrar un punto (x”, ") que minimice la suma de las distancias ponde-
radas a una coleccién de puntos dados a,= (a,,,a;,), denotando a los pesos aso-
ciados a cada punto por w,. El ejemplo mas sencillo de aplicacién de este pro-
blema es el de localizar la mejor ubicacién de un almacén entendiendo los pesos
w, como el coste por unidad enviada a los usuarios situados en los puntos fija-
dos (a;;,a,,); asi la ubicacion (x",y") es la que minimiza los costes de transpor-
te. En este sentido, se puede entender el punto (x",y") como la generalizacién
a dos dimensiones de la mediana unidimensional, y de ahi el nombre de la
“mediana en el espacio”.

Su enunciado analitico es

min ;W,- -d(P,a;)

siendo d(Pa,) la distancia euclidea entre P y a, aunque también podemos
encontrarnoslo expresado a través de coordenadas como

(x,»)

min z w, -\/(x— ail)2 +(y- aiz)2
i=1

Quién fue el primero que propuso este problema y en qué términos
es algo que quiza nunca sepamos. El problema originalmente podria provenir de
Fermat, Torricelli o Cavalieri, y aunque Viviani y Roberval también trabajaron en
él, parece improbable que fueran estos Ultimos sus autores.

En (Kuhn, 1967) se atribuye a Pierre de Fermat (1601-1665) la auto-
ria del problema de la mediana en el espacio al lanzar el siguiente reto:
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“Aquel que no esté de acuerdo con mi método, que intente resol-
ver el siguiente problema: dados tres puntos del plano, encontrar un cuarto
punto de tal forma que la suma de las distancias a los tres puntos dados sea
la menor posible.”

Sin embargo, en (Zacharias, 1913) se atribuye a Torricelli su propues-
ta e incluso la presentacién de varios métodos para su resolucién, como se pue-
den encontrar en (Honsberger, 1973) y (Dorrie, 1965), de ahi que el punto en
cuestion reciba el nombre de “punto de Torricelli”.

También se suele atribuir, tanto el planteamiento como la resolucién del
problema al matemético italiano Battista Cavalieri (1598-1647), quien en su
“Exerciones Geomatricae” de 1647 demuestra que las rectas que unen el punto
de Torricelli de un tridangulo, con sus vértices, forman dos a dos angulos de 120
grados'. En (Melzak, 1983) se comenta que Cavalieri se lo propuso a Fermat y
éste a Torricelli quien volvié a obtener la solucién apuntada por el primero de ellos.

En el siglo XX, el problema y su solucién se retomaron para utilizarlos
en casos reales. Alfred Weber (1868-1958) en su libro (Weber, 1909) utilizé la
version ponderada del problema para tres puntos al buscar la ubicacién de una
fabrica que hiciera minimos los costes de transporte: de los tres puntos, dos de
ellos eran fuentes de materias primas con diferentes pesos y el tercero era un
punto de venta.

En un apéndice de este libro, Georg
Pick describe un procedimiento geométrico
para encontrar la solucion. En él, Pick hace refe-
rencia a “un viejo aparato inventado por
Varignon”, y utiliza la analogia mecanica para
describir el problema y apuntar la solucién para
el caso en el que el nimero de puntos sea
mayor o igual que tres.

En 1936, el matematico hingaro Endre Vaszonyi Weiszfeld (ahora
conocido como Andrew Vaszonyi) propuso en (Weiszfeld, 1936) un algoritmo
iterativo para encontrar la mediana espacial o el punto minisum en el plano
euclideo para valores grandes de m y pesos distintos. Puesto que sélo era apro-
piado para la era de los ordenadores, estuvo en desuso hasta finales de los 50 y
principios de los 60: se basa en la utilizacién de un método de punto fijo obte-
nido al “despejar” convenientemente las coordenadas (x, ) del punto busca-
do del sistema de ecuaciones no lineales que se genera al imponer las condicio-
nes de extremo de primer orden.

" Entre las muchas construcciones geométricas existentes, destaquemos la que se puede encontrar en el libro “Doctrine
and Aplication of Fluxions" escrito en 1750 por Thomas Simpson (1710-1761).
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1.2. Algoritmos de resolucion para el problema de Weber

1.2.1. El punto de Torricelli

Veamos una solucién al problema de Weber sin pesos para tres puntos atribui-
da a Torricelli: unimos los tres puntos dados 4, B y C construyendo asi un trian-
gulo y dibujamos tres tridngulos equilateros hacia fuera sobre cada uno de sus
lados. Los tres circulos que circunscriban a estos nuevos tridngulos se intersecan
en la mediana espacial; este punto T (llamado “punto de Torricelli” o a veces
“punto de Fermat") se puede demostrar que es la solucién del problema de
Weber para tres puntos. El teorema de Napoledn (ver, por ejemplo, (Berger,
1987)) puede servir como base para una posible demostracion.

Figura 1.1. Punto de Torricelli a través de la configuracion de Torricelli.

Tanto esta solucién de Torricelli como la siguiente de Simpson, con-
ducen a la solucién del problema de Weber cuando el triangulo formado por los
puntos 4, B'y C no tiene ninglin 4ngulo mayor de 120°; en caso contrario, las
soluciones anteriores caerian fuera del tridngulo. En tal caso, la solucién al pro-
blema de Weber es el punto inicial correspondiente a dicho dngulo.

1.2.2. Las rectas de Simpson

Simpson sugirié utilizar los vértices externos de los tridngulos equildteros pro-
puestos por Torricelli, para unirlos con los puntos dados opuestos. Estas rectas,
que se llaman las “rectas de Simpson”, se intersecan en el “punto de Torricelli".
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Figura 3.2. Punto de Torricelli a través de las rectas de Simpson.

Entre las muchas rutinas implementadas para MATLAB que aparecen
en este trabajo, tenemos que hacer aqui una mencién especial a la denominada
torrcell (presentada en la seccién 7.1) que calcula el “punto de Torricelli” en
funcionde las entradas (los puntos 4, B 'y C) utilizando las rectas de Simpson.
Ademas, en (Martini, 1996) se generaliza este esquema de resolucién para el
problema de Weber con pesos, utilizando un procedimiento anédlogo al ya
comentado, sustituyendo los tridngulos equilateros sobre los lados del tridngulo
inicial por triangulos semejantes al determinado por los pesos. De esta forma,
también se ha construido la correspondiente rutina, denominada wtorrcell que
se presenta en la seccién 7.2, siguiendo el esquema que alli se propone.

1.2.3. El problema dual

También podemos remontarnos a los origenes del problema dual: en la pagina
47 del “Ladies Diary"” o “Woman's Almanack” de 1755, editado por Thomas
Simpson, aparece el siguiente problema propuesto por Thomas Moss:

“En los tres lados de un campo equiangular se encuentran tres drbo-
les a distancias 10, 12 y 16 entre ellos. Encontrar el contenido del mayor campo
que admiten estos datos."”

del que podemos encontrar dos soluciones en la péagina 109 el libro “The
Mathematical Questions proposed in the Ladies' Diary and their original ans-
wers, together with some new solutions, from its commencement in the year
1704 to 1816" recogidas en (Leybourn, 1817), reproducidas, tanto unas como
otras, en las paginas siguientes por el valor histérico que encierran.
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The Woman’s Alnanack, 1755. 4
ifee o IV, QuesTioN 104 &y Mr. W. Kingfion.

A HE | Diftance of the Centers of two Circles, whefe THameters are €0 eachs
being given = 36 'lis required to find the Side ot the Equare infcribed in the
|m_:ti7r.ailt_iﬂg or Space common te bot: Circles.
o V. Question 395 &y Mr. Walter Trott.

AILING on a certain Courle, we oblerved a Head-land to bear due Wedt frnm
glu.s; four Hours after which It was feen at W. 5. W. and fix Hours after this (we.

continuing to run at the fame Rate) its Bearing was found o be 5. 5. W.  VWhat
was our Courfe at that Time #

VL QuesTioxN 396 by Mr. Tho. Mofs.

N the three Sides of an equiangular Field ftand three Trees, at the Diftances of
10, 12, and 16 Chains from one ancther: 1o find the Content of the Field, it
being the greateft the Dota will admit of 7

nocr VIL QuesTioN 397 &y Mr. J. Afh.

TANDING at the End of & Vifto, at the Diftance of 50 Yards from each of the
- parallel Sides, the Opening of the faid Sides, ata Sylvan Statue before me, ap-

paased to be I of the Opening of the further End; the Part, or Length, on this
Side:the Statac being to the Part on the other Side in the Ratio nf 1000 to gor1:
Erom hence 1 would know the Diftance of the Statue from the Pcint of Qufervation,
aud the whole I-c'nrcl'tl'. of the Vifto ?

VII. QuesTion 3c8 éy Ar, Richard Gibbons,

'EING on a Journcy, I took a Guide at Modbury for Dartmouth ; with whem
B having travelled 66 Minutcs, 1 asked him how far'we were come 7 who tepli
udt half fo far as we are now fiom Totnefs. Haring jogged on together feven !
arther, I asked him how far we had now to travel 2 whoie Antwer was il the fame,
Juit half as lar as we wre from Totnefs: Thefe indireft Anfwers [ dic not Lke, 1t
ifound whea we arrived at Dartmoush, which we reached in g¢ Mimii=s more,
all the Feilow had faid was {tri¢ily true, and that the two Roads lcading from Totnets
19 Dartmouth and Modbury furmed 2 Risht-Anple. From hence 1 = ; I
true Diftances of the thrée Town:, z2nd the Rate at which we rray
was uniform ?

1X. QuesTion 399 My Br. H, Watfon.

THE Latitudes and Longitudes of inec $laces on the Earth's Surface, fuppole
. London, Moicow, and Conttantinepic, buing iven, as below ; required the Lu.
titude and Longitude of that Place which is equimfﬁmt form the furmer threc ?

The Luttude of Lendon is 51+, 307 the Lutiude and Langituce of Mofcow 55%. 48
and 38°. ocs, and thede of Conftantinople 41°. 304 and 29,187, refpctiively.

X. QuxsTicox 400 by Mr. Hugh Brown.

Lends B ituool. fur which B tepays him as follows, viz. at the Ead of three

Monifs 1801, of five Months 35000 of lix Months 1401, «f eizit Months 1oal.
of nine Months gol. of ten Month: 1234, and at the Yeac's End 250l The Rate of
Intereft is required ?

- XI. QuesTionigor &y Mr. E, Rollinfon, i
TU inveftigate the Value of an Annuity, ona Life of a gives Age, according te

- any Table of Obfervatjons on the Degrens of Mortality of Mazkind, Ly dividing
the whaole Extent of Life into different Periods, during which the Dezciements, or
humbers dying off yearly, may by eileemed equal ; without baving any othes Series
te fuin than a common Geometrical Programon.

XII. QuesTion g2 by Mr. W, Bevil.

UPPOSE the Ends of a Thiead, ten Feet lang, be faften=d 1o two Tacks, in
} the fime Horizontal Line, at the Dittapce of fix Fect: 1 woild know where rwe
Weights, the onc three and the other five Ounces, mutt be fixel to the Thread, 1o
a5 to hang at reft in the fame Horizontal Line at the Diftance of thice Foot from
the Level of the Tacks ¢

XIII. QexsTioN 403 &y Mr. The. Moss,
VPPOSE that, fiom the Top of a2 Mountain, in Form of 3 Parabaloide. whole
perpendicular H ti1s Hoo Yards and its Bals-Diamecter thyee Miles, a Cu
Ballis to be difcharged with a Quanuty of Powder fufficient to carry. it to the He
”f'-?Qg]iYi\!ds in a vertical Dire@ion; [ wouid kpow the Elevation of the Place 1o thmt
e Ball may fail at she sleatedl Dittance polichle from we Placs ¢! Proqdon
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No. 52,.63.] = MATHEMATICAL QUESTIONS. = 109

' T ¥I. QUESTION 396 by Mr Thos. Moss

“In the thrée sides of an equi-angular ﬁe‘ld stam] three traan, at-the
distances of '10,-'12; and.16 chains from one another;  To find: the
content of the field, it-beirig the greatest the data wilk "adn_:it. of 2 i

Answered by Mr. W. Be{fil.' :

Construclion. The given points A, B,cbe- =
ing joineéd, upon Ac and o letitwo segments i
of circles be described, each to contain-an .
angle of 60° ; join their centres by the line
¥G, and parallel thereto draw.mc1 cutting the . .
two circles in m and 13 then through s and & |
draw BK and IE, s0 simll HIK be the trlangle
required. SEA) AR

For, supposing Fr und ew to be perpen(h-
culartons, and nr (always terminated by the ’
cucles) to revelve about the pointc, itis pla.m that, whcn HIis 2
maximum, Ly, being the half thereof must also be a ‘maximum ; and
this will evidently be when L is parallel to xc.

Cualculation. In"the ‘triangle ABc are given all the sides, to find the
angle c = 28° 38/; then in.the triangle ¥oe are given the angle ¢ =
98° 38’; and the ratio of the confaining sides, as Ac to BC (or16to 12);
whence is found the angle r (= ncp} = 33°41’, and the angle ¢ (=
1ca) =47° 4" : therefore mca = 63°41’, 108 = 77° 45 ¢An = 56°

19°, oBr = 42° 56'; HI (=xnc 4 cr) = 24'7, and the-area = 2642
= Qﬂ acres, -1 rood 27 perches. - :

™

Aiﬂ'ebmac Solution to the same by Yy Mr. W Sprcer. 4§

Put a=38c = 12, b.._n.\ = 10, s = sine of 60", and p and-——q
equal to the sine and.cosine of Zpcr +Z£BAR =152° 51/ 587, and
xand y those, of Znax : Then will Py + g:r —sine Lsor; and (per
trig) st bria:brts —=Br;and s : @ 2 pytgv : (apytage) <
8 =313 Therefara (bx aqa.-+ apy) + s —ik;amax. In ﬂuxlons,
bz + agz + apy=0: -But j =—ax¥ + y ; whence bz + ags —uprz +
y = 0: Solved, 2+ y (= tang, Zzax) = (b+ ag)+ ap. Hence '’
(L +8) y’(aa-l—ﬁabq -+ 60) = 1x = 2470025 and Vgx (m+2abg
+ 0D) = 26°42 the area required. = .

Many. contributors. have solved this questlon upon zsuppus:twn
that one side of the required triangle is parallel to the longest side of
the given one ; which thongh very near, is not str:ctly true s the said

sides, when ﬂle aren’is the greatest po*sl'.‘JIc, bcmg inclined to each
other in an angle of §° 417,
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Este problema geométrico aparece de una forma més académica en
la pagina 384 del volumen | de “Annales de Mathematiques Pures et
Appliques”:

“Dado un tridngulo cualquiera, circunscribir a él el mayor tridngulo
equildtero posible.”

La solucién la podemos encontrar en el Volumen Il de (Rochat et al.,
1811):

“...Asi, el mayor tridngulo equildtero que circunscribe a un tridngulo
tiene sus lados perpendiculares a las rectas que unen los vértices del tridangulo
dado con el punto tal que la suma de las distancias a esos vértices es minima...
De donde se puede deducir que la altura del mayor tridngulo equildtero que
circunscribe a un tridngulo dado es igual a la suma de las distancias de los vér-
tices del tridngulo dado al punto que hace minima la suma de las distancias.”

Por tanto, este problema es el dual de la version sin pesos del proble-
ma correspondiente a tres puntos (una historia del problema dual la podemos
encontrar en (Kuhn, 1976), y dos formulaciones independientes en (Witzgall,
1964) y en el propio (Kuhn, 1976)).

Figura 1.3. Punto de Torricelli a través del problema dual.

39 «
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1.2.4. La maquina de Varignon

Varignon propuso una analogia mecénica que se sigue usando en la actualidad
y proporciona un punto de vista diferente para el problema. Basicamente, con-
siste en un tablero con agujeros en las coordenadas de m puntos dados.
Uniendo m cuerdas con un nudo hacemos pasar cada uno de los m extremos
por cada uno de los agujeros, suspendiendo de ellos pesos en funcion de las
magnitudes w,. En condiciones ideales (es decir, si no existiesen los efectos nega-
tivos de los rozamientos, las cuerdas fuesen infinitamente finas, los agujeros infi-
nitamente pequefios,...), las coordenadas (x, y) de la posicién final del nudo
coincidirian con las del punto buscado.

Podemos justificar tal coincidencia observando que, si d,(x, y) deno-

ta la distancia euclidea entre (x, y) y a=(a,, a;,), la primera componente de la
fuerza ejercida por cada uno de los pesos w; es

wo(x—a,)
d(x,y)
con lo que la suma de todas estas componentes da lugar al primer miembro de

la primera de las ecuaciones que generan el algoritmo de Weiszfeld (ver a con-
tinuacion) y lo mismo sucede con la segunda componente.

1.2.5. El algoritmo de Weiszfeld

La técnica mas sencilla y mds recurrida para resolver el problema de Weber es el
llamado “algoritmo de Weiszfeld"”, que se detalla a continuacién:

Si consideramos la funcién

W)= 3w = a,F +(r-a,)

e imponemos la condicién de optimalidad de primer orden, obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

oW (x,y) < W (x—a,) _
ox i=1 \/(x—al_l)z +(y—al_2)2

0
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aW(xay) — N w, .(y_aiz)
dy i=1 \/(x—al_l)z +(y—al.2)2

Como es obvio que W(x, y) es convexa, estas condiciones definen un
minimo. Sin embargo, es evidente que las derivadas parciales no existen cuan-
do (x, ¥) coincide con algunos de los puntos dados a=(qa,, a;,), puesto que se
verifica que

=0

Ja—a) +(y-a,)’ =

Ademds, en general, el sistema no se puede resolver explicitamente
para m>3.

La solucién de este sistema de ecuaciones no lineales se puede obte-
ner utilizando el siguiente método iterativo que, bajo ciertas condiciones, con-
ducen a un punto fijo:

’” w-a,
=l \/(x —all) +(y, — 12)

X1 = w
i=1 \/(xk - ail)2 +(y, — aiz)2

’” w-a,
11\/(x —a Y +(y, —a,)

yk+1 m W

11\/(x —a Y +(y,—a,)

Asi, una vez que tengamos el punto (x, »,), podemos construir el
siguiente sustituyendo los correspondientes valores en la expresiéon anterior. La
idea de buscar una ecuacién de punto fijo para obtener un método iterativo que
nos conduzca a la solucién es bastante conocida en el campo del analisis numé-
rico y pertenece a la clase de procedimientos conocidos como “métodos de
aproximaciones sucesivas unipunto”, puesto que sélo necesitamos el punto
actual para determinar el siguiente.

El algoritmo de Weiszfeld (implementado a través de la rutina weis
que se presenta en la seccién 7.3) tiene sus inconvenientes: el método deja de
funcionar si alguna iteracién coincide con alguno de los puntos (a,;, a,,), como
se observa en (Kuhn, 1973) y en (Chandrasekaran y Tamir, 1989). En el primero,
el autor conjetura que, en la generalizacién de este algoritmo a R", el conjun-
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to de puntos iniciales para el que el algoritmo de Weiszfeld deja de funcionar es
s6lo un conjunto numerable. Sin embargo, en el segundo se comprueba que ese
resultado no es cierto y se imponen condiciones necesarias para que lo sea.
Aunque en (Brimberg, 1995) se establece que esas condiciones son también
suficientes, recientemente se ha puesto de manifiesto en (Canovas et al., 2002)
que uno de los argumentos utilizados por Brimberg en su demostraciéon no es
correcto, con lo que no queda probada la conjetura de Chandrasekaran y Tamir.

Ademas, el algoritmo de Weiszfeld puede llegar a ser muy costoso en
tiempo, como se observa si consideramos, por ejemplo, los puntos

1 -1 -1 -1 11

s a4, = s A= >
: 2 2 : 22 } 2°2
a,=|— 1 a. =(100,0)

- 2’2 sy T ’

con pesos respectivos (1,1,1,1,4). Aunque el minimo de W(x, y) se alcanza en
as, el algoritmo de Weiszfeld, empezando en el punto (50,0), alcanza el punto
(90.4410,0) tras 100.000 iteraciones, el (97.4468,0) tras 200.000 iteraciones, y
tras un millén de iteraciones ni siquiera se alcanza una precision de 104, puesto
que se obtiene el punto (99.999877,0).

A finales de los 60, empezaron a poderse conseguir una gran canti-
dad de algoritmos para la optimizacién de funciones no lineales, aplicables a la
funcién W(x, y) que es convexa (como se demuestra en (Love, 1967)), aunque
sus derivadas no existen en los puntos dados. Sin embargo, se sigue utilizando
el algoritmo de Weiszfeld que es simple, elegante y se acerca a la solucién en
cada paso (un detallado estudio acerca de este algoritmo se puede encontrar en
(Kuhn y Kuenne, 1962), en (Morris, 1981), en (Brimberg, 1989) o en (Juel y
Love, 1986)). Desde su aparicion hasta nuestros dias se han propuesto diversas
variantes dirigidas a paliar sus deficiencias y asi se puede, por ejemplo, encon-
trar una forma de acelerar su convergencia en (Drezner, 1992), en (Drezner,
1996) o mas recientemente en (Brimberg et al., 1998).

1.3. Un segundo problema de localizacién: el problema “minimax”

Otro problema clésico es el conocido como el “problema del recubrimiento mini-
mo", propuesto en una nota en (Sylvester, 1857), que se puede enunciar como
el de encontrar un circulo de centro (x7,y") y de radio minimo »* de tal forma
que todo un conjunto inicial de puntos del plano a,, a,, ..., a,, pertenezcan a él.
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Podemos utilizar la solucién de este problema para determinar tanto
la ubicacién de una sirena como la minima potencia con la que tenemos que
dotarla para que sea escuchada en todas las poblaciones colindantes. Puesto
que las ondas acusticas se propagan por el aire en linea recta y de forma unifor-
me en todas las direcciones, podemos utilizar la distancia euclidea. Por otra
parte, la calidad de la recepcion desciende en funcion de la distancia, con lo que
el objetivo de cada poblacién es que la sirena se sitlie lo mas cerca posible de
ella para poder garantizar que es escuchada con claridad.

Se puede probar faciimente que, siendo d/(x, y) la distancia euclidea
entre (x, y) y a=(a,;, a;,),

r= min{ max dl,(x,y)}

(x,y) li=1,2,...m

y (x7,»7) el punto en el que se alcanza dicho minimo, el menor circulo que no
deja fuera a ninguno de los puntos a; es el de centro (x*,y") y radio ", con lo
que la minima potencia de la que tenemos que dotar al emisor deberia ser tal
que sea capaz de salvar la distancia r°.

También podemos considerar una versién ponderada de este proble-
ma, obteniendo asi el de determinar

ming max w. -d.(x,))
() Li=t2e,m 0!

. 2 . .
para un conjunto de puntos dados a, € R*,i=1,2,...,m , siendo las constantes w,
positivas. Este problema se conoce como el problema de Rawls o problema
“minimax".

En (Elzinga y Hearn, 1972) podemos encontrar el siguiente algoritmo
(cuya complejidad es cuadratica respecto al nimero de puntos) para resolver el
problema “minimax" sin pesos:

1. Elijamos dos puntos a; y g,

2. Construyamos el circulo cuyo didmetro une a, y a,. Si ese circulo
contiene a todos los puntos, entonces su centro es el punto busca-
do. En caso contrario, elijamos un tercer punto g, fuera de él.

3. Si el triangulo determinado por g,, g,y a, es rectangulo u obtusan-
gulo, renombremos los puntos opuestos al &ngulo recto u obtuso
como a,y a; y volvamos al paso 2. En caso contrario, los tres pun-
tos determinan un tridngulo acutadngulo. Construyamos el circulo
que pasa por esos tres puntos. Recordemos que el radio r y las
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coordenadas del centro (x, y) de la circunferencia que pasa por los
puntos (x, ¥,), (x,, ¥,) y (x, »,) lo podemos calcular como

1 xj + y(f Y 1 xg + yé X,
1 xl2 + yl2 Y 1 )cl2 + yl2 X,
1 2 2 1 2 2

Nty, % Nty X

X = y=

I X, Y 1y, X,
241 x 2401y x

1 x, Y, Iy, X,

1 X, Y,
I x »
1 X, Y,

Si este nuevo circulo contiene a todos los puntos, entonces su centro
es el punto buscado. En caso contrario, pasamos al siguiente paso.

4. Elijamos un punto a, que no esté en el circulo y sea b el punto mas
lejano de a, de entre a,, a; y a,. Consideremos la recta que extien-
de al didametro que pasa por b y que divide al plano en dos. Sea ¢
el punto de entre los a, a; y a; que no esta en el mismo semiplano
que a,. Con los puntos a,, by ¢, volvamos al paso 3.

Veamos el siguiente ejemplo en el que lo utilizamos para encontrar el
circulo més pequefio que no deja fuera a la siguiente coleccién de puntos:

a=(-3,0)
. a=(0, I)
a=(7,0)
a=4,5)

a=(0, 8)
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Empecemos  nuestro
algoritmo eligiendo los puntos a,
y a;. Como se observa en la figu-
ra, el circulo cuyo didmetro une a,
y a; no contiene a todos los pun-
tos, con lo que elijamos un punto
fuera de él, por ejemplo el a, y
pasemos al paso 3 del algoritmo.
Puesto que el tridngulo determina-
do por a,, a;y a, es acutangulo,
utilicemos las igualdades anteriores
para determinar su circuncentro.

o4

Puesto que el tridngulo
determinado por a;, a;y a, no es
acutangulo, intercambiemos los
nombres de a, y de a; y volvamos
al paso 2 con los puntos a, y a;.
No todos los puntos estan en el
circulo cuyo diametro une a, y a;.
Elijamos como a, el punto a, y
pasemos al paso 3 con los puntos
al' aZ y a3

Elijamos ahora el punto
a; que no estd en este circulo. El
punto de entre a,, a; y a, que estd
més alejado de él es a;, por lo
que, siguiendo las indicaciones del
paso 4, hagamos b=a;, y tracemos
la recta que extiende el didmetro
de esta circunferencia que pasa
por b. Puesto que a, no esté en el
mismo semiplano que a;, haga-
mos c=a, y volvamos al paso 3
conas, a;ya,
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Esto pone fin al algorit-
mo, puesto que el tridngulo deter-
minado por a,, a, y a; es acutan-
gulo y la circunferencia que pasa
por ellos no deja fuera a ninguno
de los puntos iniciales.

Asi, utilizando las férmulas anteriormente referidas, podemos afirmar
que el menor circulo que no deja fuera a ninguno de los puntos a, es el de

43 N
centro(Z,EJ y radio 82649
1

Para resolver el correspondiente problema ponderado, podemos
encontrar en (Charalambous, 1982) un algoritmo basado en un procedimiento
recursivo (que en el peor caso y para un nimero m de puntos concluye tras

m m
hacer (2 J + ( 3J comprobaciones) y en el hecho de que si m >4 existe un

subconjunto de 2 o de 3 puntos que es suficiente para determinar la solucion.
Esta se encuentra en el lugar geométrico de los puntos que equidistan ponde-
radamente de dos de los puntos dados. Si los pesos correspondientes a esos dos
puntos son iguales, ese lugar geométrico es la mediatriz correspondiente. Si los
pesos son distintos, es una circunferencia de centro C'y radio r siendo

W W’ w-w-|la —a.ll
— i J . _ i J i J
C= - a, = s-a. 5 r= 5 5
wo—w, W —w’ | wo—w|

J J i J

Para dos puntos a, y a, con pesos asociados w, y w, respectivamen-
te, la solucién se encuentra en el segmento que los une y es el punto

W, w,
w1+w2

1 2
w + w,

Para tres puntos a,, a, y a; con pesos asociados w,, w, y w; respectiva-
mente, o bien est4 determinada por dos de ellos (siendo la distancia ponderada
entre la solucién y el tercero, menor que las otras dos, y pudiéndose determinar
como se ha comentado) o, en caso contrario:
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- Si dos de los pesos son iguales (supongamos que los dos primeros)
la solucién estd en la interseccion de la mediatriz correspondiente a
a,y a a, con la circunferencia correspondiente a @, y a a; (o con la
correspondiente a a, y a a,)

- Si todos los pesos son distintos la solucién esté en la interseccion de
cualquiera de las dos circunferencias correspondientes.

Asi, el algoritmo iterativo propuesto por Charalambous ha sido imple-
mentado en MATLAB a través de la rutina charalam (ver seccién 7.4).

Para resolver la generalizacién de este problema, cuando se sustituye
la norma euclidea por cualquiera de las normas p (p>1), en (Drezner y
Wesolowsky, 1980b) podemos encontrar un método iterativo heuristico que,
aunque es bastante rapido, no estd exento de ciertos problemas de convergen-
cia, como se comenta en el mismo trabajo.

1.4. Un modelo para problemas de localizacién de un centro

En general, si queremos instalar un centro que preste servicios a los habitantes
de las poblaciones situadas en los puntos a,, a,, ..., a,, y si usando ciertas fun-
ciones decrecientes G, definidas de R* en R podemos medir, a través de
G.(Ilx—a,|)). el grado de satisfaccion de la i—ésima poblacién a; cuando el cen-
tro se sitda en el punto x, entonces el problema de determinar su ubicacién 6pti-
ma se puede modelar como el de determinar los puntos que maximicen a la vez
todos los valores de G.(|| x — a, ||).

Sin embargo, esto no va a ser siempre posible puesto que si pensa-
mos en dos poblaciones, desde el punto de vista de a, la mejor ubicacién serd
el propio a,, mientras que para a,, la mejor ubicacién es a,. Por esta razén se
suele utilizar una funcién g que unifique coherentemente las expectativas de
todas las poblaciones en una medida global. Asi, este problema se transforma
en el de encontrar los puntos que maximicen

g(G,(1x=a1).G,(Ix=a, 1)....G, (Il x - a, Il

Una de las politicas mas utilizadas es aquella en la que el sentir de la
sociedad al completo es la suma de las expectativas de cada poblacion: la fun-
cién que permite modelarla es

gy, u Yy=u +u, +..+u
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Otra de esas politicas méas comunes refleja el sentimiento de la socie-
dad a través de la satisfaccion de su poblacion menos satisfecha?. En este caso,
la funcién que permite modelarla es

g, (u,uy,..,u )= mm{ul,uz,..‘,um}

Si el grado de satisfaccion de cada poblacién es linealmente decre-
ciente respecto a la distancia de la forma?

Gi(”x_ai ”):vz’_wi'”x_af Il

siendo w, >0, la primera de las politicas anteriores nos conduce al problema de
encontrar los puntos que maximicen

g,(G.(I1x=a,1).G, (Il x = a, I)....G, (I x = a, II)) =
:i(vz«—w,»llx—ai 1)

o equivalentemente, si las constantes V, fuesen iguales, al de encontrar los pun-
tos que minimicen

m

fllx=a Llix=a lllx—a, )= (w-lx—a,l)

i=1

que es la version ponderada del problema de Weber, comentado anteriormente.

Bajo la misma hipotesis de linealidad, la segunda de las politicas trans-
forma nuestro problema en el de encontrar los puntos que maximicen

& (G (Ix=a1).G,(Ix-a,1)...G, (I x— a, 1)) =
= min{v1 —wellx—a l,v,—w,:lIx—a,l,..v, —w -lIx—a, ||}

o equivalentemente, si las constantes V, fuesen iguales, en el de encontrar los
puntos que minimicen

2 En concordancia con la idea de que el eslabon mas débil es el que determina la fuerza de la cadena.

3 Las constantes v, las podemos interpretar como el grado de satisfaccion de cada poblacion cuando el centro se ubique
sobre ella.
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Allx=a lLlix—a, ..l x—a,ll)=

=max{w-llx—q, |,w, [l x=a,l,...w, Il x—a, |}

que nos conduce al conocido problema “minimax”, que también ha sido
comentado anteriormente.
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Problemas de localizacion de un centro no deseado

Al contrario de los problemas expuestos en el capitulo anterior, ciertas caracte-
risticas perjudiciales de algunos centros de servicios pueden hacer que las pobla-
ciones colindantes tengan interés en que se ubique lo més lejos posible, como
sucederia si el centro a instalar es, por ejemplo, potencialmente peligroso o alta-
mente contaminante.

En tal caso, diremos que el centro a ubicar es no deseado, peligroso,
detestable o nocivo y, evidentemente, convendria situarlo lo mas lejos posible de
las poblaciones colindantes o buscarle una ubicacién que sea lo menos perjudi-
cial posible. A este tipo de problemas los denominaremos problemas de localiza-
cién de un centro no deseado y, utilizando la misma terminologia, denominare-
mos problemas de localizacién de un centro deseado a los del capitulo anterior.

En los casos que nos van a ocupar aqui, consideraremos que el espacio
de trabajo es R” sobre el que tenemos definida una norma || -|| y ademés, supon-
dremos fijados m puntos a,, a,, ..., a,, de dicho espacio que representaran la situa-
cién geografica de ciertas poblaciones. Aunque la norma euclidea o la norma rec-
tangular son las consideradas en las aplicaciones mas clasicas, seria deseable no
descartar ninguna otra que pudiera, llegado el caso, modelar las particularidades
de otros problemas. Por ejemplo, si se trata de determinar la ubicacion éptima de
un vertedero de basura, las poblaciones colindantes se pueden ver afectadas por
la presencia de malos olores arrastrados por los vientos dominantes en la zona. En
localidades costeras, estos vientos soplan por la mafiana desde el interior hacia el
mar, mientras que por la tarde soplan en sentido contrario. Como en (Plastria,
1992b) o en (Ohsawa y Tamura, 2003), seria preferible utilizar, en este caso, una
norma eliptica, siendo entonces la distancia entre la futura ubicacién P = (x, y) y
cada localidad a,= (a,, a,,) la determinada por la expresion

I P—a,ll= oo (x—a,)? +2y -(x—a,)(y—a,)+B-(y—a,)
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cono >0, 3 >0y Y < a B, estimando los parametros o, y ¥ en funcion
de la direccion y fuerza del viento. Estas normas elipticas generalizan a la eucli-
dea, siendo ésta el caso particular en el que oo =B =1y y=0

2.1. Un modelo para problemas de localizacién de un centro no deseado

En los problemas de localizacién de un centro no deseado, se hace necesaria la res-
triccion de las posibles ubicaciones a los puntos de una region S cerrada y acota-
da puesto que, de no considerarse, sucederia que la ubicacién éptima se encuen-
tra al alejarnos indefinidamente del conjunto de puntos iniciales.

Al igual que en los modelos de localizacion de centros deseados,
supongamos que con ciertas funciones decrecientes F, definidas de R* en R
podemos medir, a través de F(llx—a,ll), el grado de insatisfaccion de la
i—ésima poblacion a, cuando el centro se sitda en el punto x. Asi, el problema
de determinar su ubicacion éptima dentro de la region S se puede modelar
como el de determinar los puntos de la regién S que minimicen a la vez todos
los valores de F;(|l x— a, ||). Sin embargo, esto no va a ser siempre posible pues-
to que si pensamos en dos Unicas poblaciones y consideramos que la regién S
es el segmento que las une, desde el punto de vista de la primera, la mejor ubi-
cacién seré la segunda y viceversa. Por esta razén, al igual que en el capitulo
anterior, también se suele utilizar una funcién g que unifique coherentemente
las expectativas de todas las poblaciones en una medida global. Asi, este pro-
blema se transforma en el de encontrar los puntos de la regién .S que minimicen

g(F(ix=a )5 (1x=a, ). £, (Il x—a, 1I))

De nuevo, las dos politicas més utilizadas pueden ser modeladas a tra-
vés de la funcién g,(u,, u,, ..., u,) =u,+u,+ ... +u, o bien a través de la fun-
cion g(u,,u,,...,u, ) =max ul,uz,...,umF

Si el grado de insatisfaccion de cada poblacién es linealmente decre-
ciente respecto a distancia de la forma F/(||x—a,|[)=v,-w;||x—a,| siendo
w, > 0, la primera de las politicas anteriores nos conduce al problema de encon-
trar los puntos de la regién S que minimicen

g, (Fl (hx=a ). (lx=a, ). 7, (Il x—a, ||)) =
=ﬁ(v,-—w,--llx—a,. )

1

o equivalentemente, si las constantes v, fuesen iguales, al de encontrar los pun-
tos de la region S que maximicen
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m

Allx=a Llix=a, llllx=a, )= (w-llx—al)

i=1

que es el problema conocido como antiproblema de Weber o problema
“maxisum”.

Bajo la misma hipétesis anterior de linealidad, la segunda de las poli-
ticas transforma nuestro problema en el de encontrar los puntos de la regién S
que minimicen

& (F(lx=a )5 (1x=al)... F, (1 x=a, 1)) =
= max{v1 -wellx=a ll,v,=w, | x=a,ll,...v, —w -l x—a, ||}

o equivalentemente, si las constantes v, fuesen iguales, en el de encontrar los
puntos de la regién S que maximicen

Lllx=a lx=a,l..lx—a,l)=

= min{wl- lx—a ll,w,-llx—a,l,..w llx—a, ||}

que es conocido como antiproblema de Rawls o problema “maximin”.

Al igual que para el problema “minimax"”, también se pueden dar
interpretaciones geométricas para el problema “maximin”, puesto que se puede
probar su equivalencia con cualquiera de los siguientes:

- Dado un conjunto de puntos a,, a,, ..., a,, y una regiéon S cR?,
determinar el circulo mayor cuyo centro estd en S'y no contiene a
ninguno de los g, en su interior (ver (Toussaint, 1983)).

- Dado un conjunto de puntos a,, a,, ..., a,, y una regién S cR?,
determinar el minimo radio que nos permite cubrir toda la regién S
con m circulos iguales centrados en cada uno de los puntos g, (ver
(Dasarathy y White, 1980)).

Aunque, si queremos decidir la ubicacién 6ptima para un centro dese-
ado, parece que el modelo més idéneo es el “minisum"”, para centros no desea-
dos y teniendo en cuenta Unicamente aspectos medioambientales, el modelo
“maxisum” puede conducir a soluciones que no sean suficientemente aceptables
para todas las poblaciones. Sin embargo, el criterio “maximin” parece ser el mas
idéneo, ya que con él se intenta minimizar el dafio infringido a la poblacién mas
afectada. Para poner de manifiesto las diferencias entre ambos consideremos el
siguiente ejemplo unidimensional propuesto en (Brimberg y Juel, 1998):
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Supongamos que queremos ubicar un centro no deseado en el seg-
mento [0,10] dentro del cual existen 5 poblaciones equiponderadas situadas en
los puntosa, = 1,a,= 1,5,a,=2,a,=6ya;=9,5

oo N o o
| o—CO—C Ny O |
al 32 33 34 a5

El modelo “maxisum” persigue maximizar, en el intervalo [0,10],
la funcion

() =lx=1]+]x-15]+ "

+x=2]+|x—6]+|x—9.5] .

El méximo, que se alcanza en el punto w
x, =10, estd intolerablemente cerca de la "
ultima poblacién: a distancia 0,5 N

, Sin embargo, en el modelo
" “maximin” la funcién a maximizar es

) f,(x)=min{|x-1]|x=15],
Ix—2|,|x—6|,|x—9.5|}
o cuyo maximo en el punto x” =4 hace que

la distancia a cualquiera de las poblacio-
oS T e nes nuinca sea menor que 2.

o
=4
a

4

2.2. Perspectiva histérica y trabajos existentes

A partir de la segunda mitad del siglo XX y como consecuencia de la Revolucién
Industrial, empezaron a proliferar centros de servicio o de almacenamiento con
consecuencias negativas para la salud, el medio ambiente o nuestro propio
bienestar, estilo y calidad de vida: por ejemplo, centrales nucleares, cemente-
rios de residuos toxicos o radioactivos, fabricas contaminantes ambiental o
acusticamente, plantas de tratamiento de desechos de centros urbanos (verte-
deros), o incluso cualquier otro tipo de instalaciones que generan, por parte de
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las poblaciones colindantes, un rechazo colectivo tan pronto como son cono-
cedoras de su posible ubicacion (como por ejemplo, carceles, centros para el
tratamiento y rehabilitaciéon de personas drogodependientes...). De hecho,
aunque los principios de la teoria de la localizacién los podemos situar en el
siglo XVII (como ya hemos comentado en el capitulo anterior), la mayoria de
los trabajos se han realizado en los ultimos 40 afios y no es hasta finales de los
afios 70 cuando aparecen los primeros trabajos sobre localizacién de centros
peligrosos, coincidiendo con una mayor concienciacion y sensibilizacion social
hacia este tipo de problemas.

Quiza la primera aplicacién de este tipo de problemas (como se cita
en (Hansen et al., 1981)) parta de la situaciéon conflictiva que se genero en el
mes de junio del afio 1980, cuando el gobierno belga presenté una protesta for-
mal al gobierno francés en contra de la construccion de varias centrales nuclea-
res a lo largo de la frontera entre ambos paises: en concreto las de Gravelines,
Chooz y Cattenom.

En la figura se muestran todas las centrales nucleares francesas
(muchas de ellas con varios reactores activos), junto con algunas de sus paises
vecinos. De ella, destacamos la ubicacion de las ya citadas y también las situa-
das en los limites del pais (en la costa del Mar del Norte: ademés de la propia
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Gravelines, Penly, Paluel, Flamanville y Monts d'Arree) y otras ubicadas en
zonas de una baja densidad de poblacién y suficientemente lejos de ciudades
importantes, como las situadas al sur de Paris (Chinon, Saint-Laurent, Dampiere
y Belleville) o las del sureste del pais, en las profundidades del montafioso maci-
zo central y a lo largo del rio Rédano (Marcoule, Tricastin, Cruas, Saint-Alban,
Bugey, Phenix y Super-Phenix).

Una amplia coleccién de trabajos consideran la hipétesis adicional de
que la region, dentro de la cual se debe ubicar el centro no deseado, sea poli-
gonal: esta hipétesis no es tan restrictiva como pueda pensarse en un principio,
puesto que en cualquier base de datos geogréfica o cartogréfica (de entre las
que podemos destacar, a nivel nacional, las existentes en el Instituto Geografico
Nacional* o en el Centro Nacional de Informacion Geografica®, y a nivel inter-
nacional, el Digital Chart of the World®) las fronteras administrativas las pode-
mos encontrar asi descritas. Esta hipdtesis es una clara consecuencia de la fuer-
te componente geogréfica de este tipo de problemas, dejando al margen consi-
deraciones de otra indole (por ejemplo, econémicas o politicas) que aunque
reflejarian con mayor exactitud los problemas reales, también harian que nues-
tro modelo fuera menos manejable.

En (Hansen et al., 1981) se aborda el problema de la localizacién de un
centro no deseado teniendo en cuenta la posibilidad de optar por cualquiera de las
politicas mencionadas. En él se abordan tanto el problema “maxisum” como el
“maximin” y en ambos casos se trabajan con normas cualesquiera, imponiendo la
condicién de que S sea un subconjunto cerrado y acotado de R*. En él se utiliza el
concepto de “punto remoto” y se presentan algoritmos para sus resoluciones.

Otro tratamiento simultdneo de estos dos problemas se puede encon-
trar en (Melachrinoudis y Culliane, 1986). En él se consideran los correspondien-
tes problemas cuando se utilizan las normas euclidea y rectangular, siendo S una
region poligonal del plano. Para la primera de las normas, se obtiene que, si la
solucién al problema “maximin” est4 en el interior del conjunto, entonces equi-
dista ponderadamente de tres de los puntos iniciales y, si la solucién se encuen-
tra en la frontera, o es un vértice de S o equidista ponderadamente de dos de
los puntos iniciales. En el caso de la norma rectangular, se tratan de forma espe-
cial los lados del poligono que forman 45 grados con los ejes de coordenadas.
Para el criterio “maxisum”, puesto que la correspondiente funcién a maximizar
es convexa, se puede delimitar mas el conjunto de posibles soluciones, reducién-
dolo al conjunto finito formado por los vértices de la envolvente convexa de S.

" Desde su pagina web http://www.mfom.es/ign podemos tener acceso a la base de datos que contiene las lineas limi-
te de la division administrativa espafiola, tanto a nivel autonémico, como provincial o municipal.

2 Seccion dependiente del organismo anterior en el que, ademas de los datos correspondientes a la division territorial,
también podemos obtener una amplia coleccion de datos cartogréficos desde la direccion http://www.cnig.ign.es

3 Los limites administrativos de los paises que se pueden obtener ahi se encuentran sin actualizar desde 1992 y vienen
descritos a través de las coordenadas de latitud y longitud referidas al esferoide Clarke1866. Su direccion web es
http://www.maproom.psu.edu/dcw
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Ademads de (Hansen et al., 1981), también es referencia obligada al
problema “maximin” el trabajo (Dasarathy y White, 1980) que, junto con aquél,
ha constituido el punto de partida de esta linea de investigacién. En éste ultimo
se resuelve el problema “maximin” sin pesos en R" considerando la norma eucli-
deay S una regién convexa, acotada y poliédrica. Se enumeran los 6ptimos loca-
les utilizando las condiciones de Kuhn-Tucker y se genera, a partir de un algorit-
mo combinatorio, un conjunto finito de puntos candidatos a ser solucién, cons-
truyendo un algoritmo que adapta, al caso n-dimensional, los resultados obteni-
dos en (Shamos, 1975) y (Shamos y Hoey, 1975). Ademaés, utilizando el diagra-
ma de Voronoi, presentan un algoritmo alternativo para el caso bidimensional.

Generalizando estos resultados al problema ponderado, de entre los
multiples trabajos correspondientes al problema “maximin”, que se restringen al
. 2 . , . .
espacio R” considerando la norma euclidea, podemos destacar los siguientes:

- En (Drezner y Wesolowsky, 1980a) se considera que las posibles
ubicaciones deben estar, a lo sumo, a una distancia predeterminada
para cada localidad afectada y se propone un algoritmo que condu-
ce a su solucién. El caso contrario, en el que el centro a construir
deba estar fuera de una region de exclusién alrededor de cada loca-
lidad y dentro de un poligono no necesariamente convexo, se puede
encontrar en (Melachrinoudis y Culliane, 1985) un algoritmo de
resolucion que es una modificacién del presentado en (Dasarathy y
White, 1980).

Si consideramos que la regiéon S es poligonal, en (Melachrinoudis,
1985) se prueba, a través de las condiciones de Kuhn-Tucker, que
los 6ptimos se encuentran en los vértices de la envolvente convexa
de S, en sus lados equidistando ponderadamente de dos puntos
dados o en su interior equidistando ponderadamente de tres, obte-
niendo asi los mismos resultados que en (Dasarathy y White, 1980)
para el caso bidimensional cuando la region S es convexa.

Elimando la condicién de convexidad de la regién poligonal Sy
denotando por n el nimero de sus lados y por m el nimero de
poblaciones afectadas, podemos encontrar en (Melachrinoudis y
MacGregor Smith, 1995) un algoritmo de orden nm’ para resolver
el problema, basado en el diagrama de Voronoi con pesos.

Aunque una asignacion natural para los pesos asociados a cada
poblacién en el problema “maximin” puede ser inversamente pro-
porcional al numero de sus habitantes de cada poblacién (puesto
que al decrecer el peso asociado a una poblacién concreta, aumen-
ta la oposicién, ya que la presencia de su contribuciéon en el mode-
lo es mayor), en (Erkut y Oncu, 1991) se puede encontrar un estu-
dio paramétrico de ellos, que aumenta las posibilidades de elegir los
pesos, proporcionando una mayor riqueza al modelo.
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- Otro enfoque del problema “maximin” con pesos utilizando la
norma euclidea y bajo la condicién de que la regién S sea una poli-
gonal convexa, se puede encontrar en (Ferndndez Palacin, 1994),
donde se impone la condicién de que las poblaciones afectadas
estén protegidas por regiones poligonales convexas, entendiéndose
éstas como regiones prohibidas dentro de las cuales no esta permi-
tida la construccion de una instalacién nociva.

Utilizando la norma rectangular, podemos encontrar en (Drezner y
Wesolowsky, 1983), dos algoritmos de resolucién para el problema *“maximin”
en una regién poligonal S: uno de ellos se basa en una busqueda binaria desde
un punto de vista geométrico y el otro utiliza la programacién lineal en las
subregiones que se obtienen al particionar S.

En (Saamefo Rodriguez, 1992) se presenta un modelo general con
pesos para resolver una familia de problemas de localizacién de centros no
deseados (entre los que se encuentran los ya comentados “maximin” vy
“maxisum”) dentro de un conjunto poligonal para una norma cualquiera.
Cuando se particulariza este modelo para la norma euclidea y considerando
los pesos iguales, se obtienen de nuevo los resultados que se presentan en
(Dasarathy y White, 1980) y en (Hansen et al., 1981). Se presenta una conti-
nuacién de este trabajo en (Mufioz Pérez y Saamefio Rodriguez, 1999), en el
que se utiliza dicho modelo general para el problema sin pesos correspondien-
te a la norma euclidea, y se tiene en cuenta la posible existencia de regiones
poligonales prohibidas.

Este modelo, que se retomard aqui, también es la base del articulo
(Guerrero Garcia et al., 2003), presentado en el XXVII Congreso Nacional de
Estadistica e Investigacion Operativa, en el que se generalizan los resultados
presentados en (Mufioz Pérez y Saamefio Rodriguez, 1999) para el problema
ponderado planteado en términos de cualquier norma.

Volviendo a echar una mirada atras sobre la realidad que intentamos
modelar, también podria suceder que el centro a situar fuese deseado para algu-
nas de las poblaciones y no deseado para otras. Por ejemplo, si algunas de las
poblaciones fuesen eminentemente residenciales (por ejemplo, localidades
enfocadas al sector turistico o tales que la mayoria de su poblacién fuese vera-
neante) es l6gico pensar que su interés sea que el futuro emplazamiento de una
fabrica sea lo méas alejado de ellas. Sin embargo, podemos pensar que existe un
deseo de proximidad en aquellas otras poblaciones que dependen del funciona-
miento de esa hipotética fabrica (asi se minizarian las distancias que tienen que
recorrer los habitantes que trabajen en ella o los costes econémicos que se deri-
ven del traslado de los productos manufacturados a las poblaciones que los
ofertan o de las materias primas que la proveen). Este nuevo punto de vista se
puede incluir en el modelo permitiendo la presencia de pesos positivos y nega-
tivos en las correspondientes componentes locales que serdn englobadas en la
politica global de la comunidad.
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El problema “maxisum” ampliado al caso en el que existan pesos
positivos y negativos, tomando como regién S todo el plano y utilizando las
p-normas se puede encontrar en (Drezner y Wesolowsky, 1991), donde tam-
bién se presenta una modificacion del algoritmo de Weiszfeld para esos casos.

Ademas de ese trabajo, de entre los mas relevantes que se sittian den-
tro de esta linea de investigacion, en la que podemos hablar de centros “semide-
seados” y en la que se conjugan ambos sentimientos, destacamos los siguientes:

- En (Velasco Morente, 1991) se aborda el problema “maximin” con
pesos, considerando la posibilidad de que el centro a instalar pueda
ser deseado para algunas poblaciones y no deseado para otras. La
metodologia utilizada se basa en algoritmos genéticos, bajo la hipé-
tesis de que la region factible es unién de poligonos convexos y en
los casos particulares en los que la funcién objetivo venga expresa-
da en términos de la norma || |l,, Il - |I§ ydelall-ll,

En (Romero Morales et al., 1997) se hace una critica de los mode-
los habituales de localizacion en los que sélo se tiene en cuenta el
impacto medioambiental, pero se ignora la componente econémica,
pudiendo asi conducir a ubicaciones tan alejadas de los centros afec-
tados que la interaccién entre ambos hace que se disparen los cos-
tes de tal decisién. Por ello, proponen un modelo que conjuga
ambos puntos de vista: la componente medioambiental se introdu-
ce a través de una funcién decreciente con la distancia y la compo-
nente econdmica, a través de una funcion creciente con la distancia.
El problema de determinar un punto dentro de una regién cerrada
y acotada que haga minima la suma de ambas se resuelve con el
método BSSS (comentado mds adelante) y se ejemplifica a través de
una coleccién de problemas, siendo las funciones alli utilizadas
w.-e""" para el impacto medioambiental y w-llx—a,| para el
econémico.

En (Brimberg y Juel, 1998) se trabaja en una linea similar: desde el
punto de vista medioambiental, se intentardn minimizar los dafios vy,
desde el punto de vista econémico, se intentaran minimizar los cos-
tes de transporte de las mercancias a los centros considerados. Si
s6lo consideramos el primero de los prismas, los criterios habituales
conducen a los problemas “maximin” y “maxisum”; sin embargo,
se comenta que puede conducir a soluciones que, intuitivamente,
pueden no parecer 6ptimas, por lo que se propone utilizar como
- w.

medida de este coste 5 siendo b una constante posi-

1
i lx—=all
tiva. Puesto que la componente econémica se puede medir a través
- w.
de Z —L——, se construye un modelo que conjuga de forma
allx—all
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convexa ambos y se resuelve computacionalmente a través de la
generalizacion del método BSSS.

- En (Plastria y Carrizosa, 1999) se construye otro modelo bicriterio
con el que se intenta conseguir que el dafo infringido a la sociedad
sea el menor posible. Para ello se tiene en cuenta que una poblacion
se podria ver afectada por un desastre si estd dentro del circulo de
influencia del centro peligroso y, en tal caso, el dafio ocasionado
decrece en funcién de la distancia euclidea. Asi, se persigue tanto
reducir el dafio social a través de la suma de los dafios ponderados
a las posibles poblaciones afectadas, como incrementar el nivel de
seguridad haciendo que el radio de accién sea lo mayor posible den-
tro de los limites establecidos. Este problema se resuelve a través de
un conjunto de circulos eficientes; ademas, en este articulo se cons-
truye una curva que relaciona sus radios con el dafio que se pudie-
ra generar.

- En (Fernéndez et al., 2000) se propone, como medida del dafio
medioambiental infringido a los habitantes de la i—ésima poblacion,

el empleo de la funcién El parametro o, mide el

+ % By llx—all

grado de repulsion si el centro se instalara sobre ella (el parametro
es menor cuanto mayor sea el grado de repulsion), B, indica la rapi-
dez con la que las distancias pasan a ser aceptables para sus habitan-
tes y el modelo construido es la suma ponderada de estas funciones.

Destaquemos, por ultimo, tres trabajos en los que se proponen algo-

ritmos generales para la resolucién de los problemas de localizacién objeto de
nuestro estudio:

- Como se ha comentado anteriormente, en (Hansen et al., 1981) se
presenta un algoritmo de resoluciéon de problemas de localizacion
conocido como BSSS (Big Square Small Square), utilizando cualquier
norma y siendo la regién factible unién finita de poligonos conve-
x0s. Consiste en la particion secuencial de un cuadrado inicial, cuyos
lados sean paralelos a los ejes de coordenadas y que contenga a la
region factible, en cuatro nuevos cuadrados, y en la evaluacion de
la funcién objetivo a optimizar en los centros de dichos cuadrados,
poniendo fin al algoritmo cuando se alcance determinado nivel de
tolerancia. Aunque desarrollado originalmente en (Hansen y Thisse,
1981) para resolver el problema de Weber, también es aplicable a
problemas de localizacién de centros no deseados, y asi, en nuestra
misma linea de investigacién, desde nuestro Departamento se han
dirigido varios proyectos de Fin de Carrera en los que se aplica este
algoritmo a la busqueda de soluciones de los problemas que plantea-
remos mas adelante y se compara su coste computacional con el del
algoritmo que se obtiene a partir de los resultados que se presentan
en este trabajo.
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- En (Plastria, 1992a) se plantean dudas acerca de la convergencia del
algoritmo BSSS en ciertos casos degenerados. Concretamente, en el
caso en el que el centro de ninglin cuadrado de los alli propuestos
pertenezca a la region factible la convergencia podria verse compro-
metida puesto que, en el trabajo anterior, sélo se realiza la evalua-
cién del centro de un cuadrado si dicho punto pertenece a la region
factible. Por ello, se construye un algoritmo generalizado, denomi-
nado GBSSS (Generalized Big Square Small Square) sustituyendo de
forma natural los cuadrados por rectdngulos y en el que se obliga a
que la funcién objetivo se evalte al menos una vez en cada uno de
ellos.

Puesto que los autores observan que en esta generalizacién
la lista de los rectangulos construidos es mas compleja que la senci-
lla del algoritmo BSSS original (aunque también es cierto que la ori-
ginal puede conducir a mas divisiones innecesarias), ademas de
incluir una fase de “garbage collection”, en cada paso se elige el
rectangulo a dividir, tomando la opcién mas prometedora y Unica-
mente se divide el seleccionado.

Otro trabajo en el que aparece el algoritmo BSSS original es (Hansen
et al., 1985), en el que se presenta una especificaciéon para resolver
el problema de Weber, eliminando en cada iteracién aquellos cua-
drados de la region factible que no superen determinado test de
“optimalidad”, aliviando en cierta forma, la sobrecargada lista de
cuadrados del algoritmo original. Sorprendentemente, también
podemos encontrar en este trabajo un comentario de los autores en
el que justifican la decision de no tener en cuenta las sugerencias de
dos revisores acerca de la posibilidad de utilizar tridngulos en vez de
cuadrados: prefieren mantener la construccién original puesto que
el test no consume demasiado tiempo (al contrario de la opinién de
Plastria en el trabajo del parrafo anterior) y, en el caso de optar por
esa nueva construccioén, la cota inferior utilizada para el citado test
seria mas dificil de determinar.

La utilizacion de triangulos en vez de cuadrados para un
algoritmo del mismo tipo que el BSSS, es la base del articulo
(Drezner y Suzuki, 2004), en el que se presenta un algoritmo, que
los autores denominan BTST (Big Triangle Small Triangle), basado en
la triangularizacion de Delaunay (dual del diagrama de Voronoi) y
que utilizan para resolver tanto un problema de localizacién de un
centro no deseado (en el que la funcién objetivo es la suma ponde-
rada de magnitudes inversamente proporcionales al cuadrado de la
distancia) como para el problema de Weber con pesos positivos y
negativos que aparece en (Drezner y Wesolowsky, 1991). Para el
primer problema construyen, no una, sino dos cotas inferiores (aun-
que la segunda es mejor en muchas ocasiones, la primera es mas
facil de calcular, por lo que sugieren que se utilice como cota infe-
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rior el maximo de las dos). Para el segundo problema construyen
s6lo una pero, en cualquier caso, el algoritmo propuesto tiene las
siguientes ventajas respecto a los anteriores: por un lado, la triangu-
larizacion constituye una particion de la region factible cuando ésta
es poligonal, con lo que se puede obviar el tedioso y costoso test de
factibilidad; por otro lado, las cotas de los algoritmos son adecuadas
cuando ninguno de los puntos dados pertenece al interior de las cel-
das de cada iteracion, premisa que se tiene garantizada utilizando la
triangularizacién de Delaunay y, en general, no se verifica ni para el
BSSS ni para el GBSSS.

- Destaquemos también, la posibilidad de encontrar en la web una
coleccién de implementaciones de algoritmos de localizacion (reco-
gidos bajo el nombre Library Of Location Algorithm (LOLA)”), den-
tro de la péagina dependiente de la alemana Universidad de
Kaisserlautern.

Tras esta breve descripcion de los articulos mas relevantes relaciona-
dos con nuestra linea de investigacion (se puede encontrar una clasificaciéon mas
extensa en (Lozano y Mesa, 2000)), en los siguientes capitulos vamos a recoger
los resultados de (Saamefio Rodriguez, 1992) para normas cualquiera y, sin par-
ticularizar para la norma euclidea, generalizamos los resultados de (Dasarathy y
White, 1980) para resolver una coleccién de problemas de localizacion de cen-
tros no deseados con pesos, en una region poligonal y utilizando cualquier
norma, obteniendo una notable reduccién de la region inicial a un conjunto de
puntos, dentro del cual podemos afirmar que se encuentra la solucién de toda
esa familia de problemas de localizacién de centros no deseados, permitiéndo-
nos asi una gran flexibilidad a la hora de optar, a posteriori, por cualquiera de
las politicas que nuestro modelo recoge, estando entre ellas las ya habituales de
“maxisum” y “maximin”.

4 En la direccién http://www.mathematik.uni-kl.de/lola/



CAPITULO llI:

UNA PRIMERA DEPURACION DE PUNTOS CANDIDATOS






CAPITULO 1ll: Una primera depuracién de puntos candidatos

Una primera depuracion de puntos candidatos

Ante la necesidad de instalar un centro no deseado que repercutird en una
coleccién de poblaciones representadas por los puntos a,, a,, ..., a,, del plano,
el interés de cada una serd que se ubique lo mas lejos posible de ella, lo que nos
sittia ante un problema de decisién multicriterio. Como ya se ha comentado, en
general, no podemos satisfacer las expectativas de todas y cada una de las
poblaciones, y en tales ocasiones, nos veremos obligados a utilizar alguna poli-
tica que nos permita encontrar alguna solucién de compromiso.

A cualquier politica aceptable que nos permita alcanzar un consenso
entre las poblaciones afectadas, parece légico exigirle que respete la condicion
de que si un punto x estd mas alejado de todos los puntos @, que otro punto y
(es decir que d(x,a,) 2 d(y,a,) para todo i =1,2,..,m), el primero es preferible
al segundo como ubicacién para un centro no deseado.

En (Kuhn, 1967) y en (Wendell y Hurter, 1973) se presenta el concep-
to de dominacia, enfocado a resolver el problema de Weber observando que, si
d(x,a,)2d(y,a,) para todoi=1,2,...,m, el punto y es preferible a x como ubi-
cacion para un centro deseado. Por esta razén, comenzaremos este capitulo,
modificando convenientemente esa definicién para utilizarla de forma efectiva
en nuestro modelo.

3.1. Dominancia

Teniendo en cuenta que trabajaremos Unicamente con distancias que provie-
nen de normas, y que, ademds, queremos modelar este tipo de problemas a
través del estudio de los maximos en cierta region S cerrada y acotada de una
funcién adecuada

SUlx=a Ll x=ayll,...ll x—a,l)
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la condicion anterior la podemos imponer al exigirle a la funcion f que satisfaga
la propiedad recogida en la siguiente definicion:

Definicién 1. Una funcién f :R"— R diremos que es isétona si para todo par
z=(2, 2y - 2,), 2¢ = (2,7, Z,%, ..., 2,*) de elementos de R™ tales que z,< zz,
para todo i=1,2,...,m, se cumple que f(z)< f(z").

Asi, nuestro problema de localizacién de un centro no deseado lo
podemos modelar a través del de determinar el punto o los puntos de la regién
S en los que se alcanza el maximo de /(|| x—a, | Ilx—a, |l,...Ilx—a, ), sien-
do f'una funcién isétona que vendra especificada por alguna politica coherente
disefiada por la entidad gestora de los intereses de las poblaciones consideradas.

En primer lugar, podemos eliminar como ubicaciones aceptables,
aquellas para las que existe otro punto que es preferible para todas las pobla-
ciones afectadas. Esta condicién queda expresada en la siguiente definicién:

Definicién 2. Dada una norma ||-|| sobre R®, una coleccién P, P, .., P, de
puntos del plano y dos puntos x, y € R* diremos que y esta dominado por x o
que x domina a y (y lo notaremos por y X x) si

ly=Pl<llx—Pllparatodoi= 1,2, .., m

. s 2 . .
Aunque la relacién < es un preorden en R~ ni es total, ni es de orden,
como se puede observar a la vista de los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1

Para comprobar que la relacién < no es total, basta considerar como puntos
P, =(0,0)y P, = (3,0) y utilizar la norma euclidea. Los puntos 4 = (1,0) y
B = (2,0) no son comparables, puesto que

AZ£ByaquellA-P > B-P |

B Ayaque||B=Fl>Il4-F

|
EJEMPLO 2

De la misma forma, podemos comprobar que la relacién < no es antisimétrica,
sin mas que considerar un Unico punto P, = (0,0) y comprobar que, siendo
A= (-1,0)y B = (1,0), para la norma euclidea se cumple que

l4=Fl<lIB=FI , lIB=FIl<ll4=FAI

y, sin embargo, A+ B .

Esta definicion nos va a permitir eliminar ciertos puntos observando
que si y € R* esta dominado por alglin otro x € R*, entonces y no es interesan-
te para la instalacién de un centro no deseado, con lo que lo podemos obviar a
la hora de buscar las posibles ubicaciones éptimas.



CAPITULO 1ll: Una primera depuracién de puntos candidatos

3.2. Dominacia en la envolvente convexa

Abstrayéndonos de cualquier problema de localizacién, estudiemos el compor-
. . . . . 2
tamiento del concepto de dominancia para una norma arbitraria sobre R”.

Tomemos como punto de partida la siguiente definicion extraida de la
geometria fundamental euclidea:

Definicion 3. Si P, y P, son dos puntos distintos de R’ diremos que otro punto
P estd alineado con ellos si existe A € R tal que P= P, +A-(P,—P)

Por otra parte, dados m puntos {P,, P,, ..., P } de R?, denotaremos
por [P, P, ..., P,] a su envolvente convexa; es decir, al conjunto

{xeRz;x:le,~1’isiendo7Li20c0n27&i:1}

i=1 i=1

Es evidente que si P € [P,, P,], entonces P esté alineado con P,y P,

Pongamos de manifiesto dos resultados que seran utilizados méas ade-
lante, pudiéndose deducir el primero de ellos directamente de la definicion:

Proposicién 3.2.1. Si P, y P, son dos puntos distintos de R?, cualquier punto
x € R estd alineado con ellos si, y sélo si, existe Q € R>, O # 0 y existe ke R
tales que la funcién F :R> — R definida como F(P)=< P,Q >+k cumple que
F(P) =0, F(P,) =0, F(x) =0, siendo <.,.> el producto escalar usual en R’.

Proposicion 3.2.2. Dados dos puntos distintos P,, P, de un espacio vectorial
normado (R, || - |l), para todo y € [P,, P,] se cumple que

Iy=FAl+Ily=Fl=I£~-FI

Demostracion:

Puesto que y € [P, P,] sabemos que existe algiin valor o €[0,1] tal que
y=o-B+(-a) P, luego

ly=PRl+Iy=Pll=llo- B+(-a)- B -Pll+llo- B+(1-0) P,— P, | =
=l (=) (B, = B)lI+llo (B~ B)lI=(1-0) | B = B || +a- | B - B, ||=
=IlP-P| .

Aunque, en relacién con el comportamiento de la dominancia, algu-
nos de los siguientes resultados son conocidos, hemos creido conveniente expo-
nerlos aqui aportando, en algunos casos, demostraciones alternativas de caracter
constructivo de més utilidad en implementaciones algoritmicas. Asi, para llegar a
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un resultado general en relacién con el comportamiento de la dominancia en la
envolvente convexa de puntos dados, partiremos de dos tnicos puntos y cons-
truiremos un esquema de demostracion sobre el que nos apoyaremos en suce-
sivas generalizaciones.

Proposicion 3.2.3. Dados dos puntos distintos P,, P, de un espacio vectorial
normado (RZ, [[-1), para cada x € R? existe un segmento 1, que en ocasiones
puede estar reducido a un tnico punto, contenido en [P,, P,] tal que para todo
y €l se cumple que y X x, es decir

ly—P <l x—FB|lyademas || y— P [|<|[x— P, |
Demostracion:

Aunque se pueden hacer
varias demostraciones de
esta proposiciéon, hemos
optado aqui por ofrecer una,
basada en la construccion de

la figura.
Para ello, consideremos los valores
| x— £ . | x— £ |
o, =max40,] -———+ | o, =minql,———
| £—PF | £ —PF I

y el conjunto [={0€'f{+(1—00)'1’2,0€1 <o SOCZ} que es un subconjunto de

[P}, P].
- Veamos que [ # @, observando que o, — o, > 0. Puesto que
lx— Al Ix=Al
o, =max4 0, - ———+r=max{1-1,1- =
HH—%H I A QH
_ x—PFP

=]-mi 1,u

I£-£l

habremos concluido esta primera parte si comprobamos que

-P - P
=Bl L = A

, in-< 1, >1
I £ - Pl I £ -2l
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Puesto que la desigualdad es evidente si alguno de los minimos es 1,
centrémonos Unicamente en el caso en el que

lx=RI|_ xRl
AR
lx=RI|_lIx=Rl
IE=RI] 1R-RI

Por las propiedades de las normas, podemos asegurar que
IB=Pl=llA-x+x=FlI<llx=Al+llx- £l

con lo que la desigualdad resulta evidente, sin mas que dividir la
desigualdad anterior por || P, - P, ||

- Veamos que cualquier y € I cumple que

ly-PI<lx=RI yademas |[y-P I<lx=Rl

Para ello, tomemos o tal que o, <o <o, y consideremos el punto
y=o-P+(-a) P,

lx—F | lx—F |
——, entonces | -t £ ———
I7-EI I7-El

Asi, la primera de las desigualdades se verifica, puesto que

Puesto que o 2o, 21—

ly=Pll=lle-P+(1-0)-P,=Pll=(1-a) || F-P|<

_lx=pR] 3
—ﬁ'”fi—% I<llx—P2
(Wl
- lx=2 _
or otra parte, como o <o, < ———, la segunda de las desigual-
-2l

dades también se verifica, puesto que
ly=Pll=lloe- F+(1-0)-P, =P =0 F-F|<

_lIx=Bl

< N P=PIl<||x—P,
T I JI=llx= A

1

lo cual pone fin a la demostracion de esta proposicion.
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La correspondiente generalizacién a mas de dos puntos alineados
queda enunciada a continuacion:

Proposicion 3.2.4. Dados m puntos P, P, ..., P, alineados y distintos, perte-
necientes a un espacio vectorial normado (R2|-|),y siendo X la envolvente
convexa de los puntos P, se cumple que para cada x € V existe un segmento 1,
que en ocasiones puede estar reducido a un tnico punto, contenido en X tal
que para todo € I se cumple que y < x, es decir

ly=PIl<llx— Pl paratodoi= 1, 2, .., m
Demostracion:

Como P, P, .., P, estan alineados, existen A,A,,...,A €R tales que

m

P=FB+X\ (P —P)paratodoi= 1,2, .. m

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que los puntos estan
elegidos de tal forma que

0=H <A <.<h <A =1

I A-
£, -
es el segmento [P, P, ]

y por tanto, la envolvente convexa de los puntos P,

con lo que A, =

vl s

Consideremos el conjunto

I={ye[R.PLly-Pl<lx-PI}

Puesto que todos los elementos del conjunto [P,, P, ] son de la forma
o-b+(l-a) P con0<o <1, podemos determinar los puntos del segmento
1, observando que

Ily=PRl=fo-R+(1-a)-P - R~

'~ P I A=Al
o R i
I 2, -Al

A B, - BI<lx- Pl

x=Fl+IF-Al lx=Fl-=I£-FAl

i 1
12, -2l 12, -2l
Mx=BIHIB=RI_ _lx=Bl+IB,~El

I, = Al I, = Al

=3
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Como queremos que el segmento 7, esté contenido en [P,, P, ], cons-
truyamoslo como

I={o-P+(l-0a) P;o. <o<o, |

siendo

[[x—P

| Nx=Pl+IIP - Pl
o,, = min< I,
I P, — A

Veamos que para todo j,k €{L,2,...m},ot, -0, 20

Puesto que

lx=P||+] P ~P]
o, =max40,1— : : =
‘ 12, ~El

lx=P I+ P~P]|
1B, P

=1-—min« 1,

[x=FI+I£ £
Iz, = A

o,, =minql,

habremos concluido si comprobamos que

—-P|+|P.-P lx=P I+l P —FI
min 1’||x ML, B + min< 1, / Lot >q
N2 —Fl e —Fl

Como la desigualdad es evidente si alguno de los minimos es 1, cen-
trémonos Gnicamente en el caso en el que
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lx=FBI+IIF -FI| Ix-FI+IL -FI
nsl, =
e, —Fl e, —Al
N A L | W S A R B
I, - £l e, —Fl

Por las propiedades de las normas, podemos asegurar que
I B, =R =P, —x+x=F|<|| B, —x[l+llx=-Fl=
=||P,~ P+ P, —x||+|x=P+P —P|<

<NB,=F N+ B =xlI+llx=P I+ P —-Fl=

=P, =Fll+llx=Fl+llx=P I+ P - A

con lo que la desigualdad resulta evidente, sin mas que dividir la desigualdad
anterior por || P — B ||
Asi, el segmento buscado es

]:ﬁli:{a-Pl+(l—oc)-Pz,oc130c <a,}

i=1

siendo
Ix=PIl+IIE-FIl
o, =maxo, =max40,1- =
l<ism U 1<i<m ” P Pl ||

. Mx=Pl+IE-FI
=1-—min<]1,
1<i<m || Pm _P1 ||

Mx=Bl+I B - B
o, =mino,, = min4l,
1ism 2 1<i<m || P _p1 ”
m
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Por Ultimo, cuando los puntos no estan alineados, se verifica la
siguiente propiedad:

Teorema 3.2.1. Dados m puntos distintos P, P, ..., P, pertenecientes a un
espacio vectorial normado (Rz, II-1l) y siendo X la envolvente convexa de los
puntos P, para cada x € R existe y € X tal que y < x,es decir

ly—Pl<x— P paratodoi= 1,2, .., m
Demostracion:

Dado x € R?, consideremos el conjunto
A={yeR |ly= P |I<|lx— P, para todo i =1,2,...m]

Puesto que si AN X# O hemos terminado, supongamos que
ANX=0

Nuestro conjunto 4 es convexo, ya que si V), € A, sabemos que
1y, =PI<lx=PILlly,— PI<l|x= P paratodoi= 1,2, ..., m
Por tanto, para cualquier o0 €[0,1] se cumple que
ooy, +(d-a)-y, = Bl=llo-(y, = F)+(1-a) (y, = B)lI<
So-|ly = Pl+(1=a)ly, = PlSo-|lx =Pl +(1-a) | x= Pll=lx= P

Como 4 es un conjunto cerrado, no vacio (ya que x € 4) y convexo,
el teorema de Hahn-Banach nos permite afirmar que existe un hiperplano de
R’que separa a A y a X; es decir, existe O € R* con Q # 0 y existe k € R tales
que la funcién F:R*— R definida como F(P) = <PQO> + k cumple que
F(P) < 0 paratodo Pe Ay F(P)> 0 para todo P € X.

Por tanto, O # 0 y ademas se cumple que F(x) < 0 puesto que x € 4
y también se cumple, para todo i =, 2, ..., m, que F(P,) > 0 puesto que P, e X

Asi, podemos afirmar que existen escalares o, € (0,1) de tal forma
que los puntos Q. =, - x+(1-a,)- P, cumplen que F(Q,) = 0

En virtud de la proposicion 3.2.1 podemos afirmar que los puntos O
estan alineados y por tanto, por la proposicién 3.2.4, sabemos que existe algiin
punto z de la envolvente convexa de los Q, (y por tanto alineado con ellos y, de
nuevo, por la proposicion 3.2.1 cumplird que F(z) = 0) de tal forma que
lz=Q l<llx-Q, |l paratodoi= 1, 2, .., m

Sin embargo, puesto que Q, € [x, P, en virtud de las propiedades de
las normas y de la proposicion 3.2.2, podemos afirmar que
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lz=FIFlz=0,+0 - Pl z= O, I +11Q, = F I
Nx=Q M+11Q,— F =l x— £l

lo que significa que z € 4 y por tanto, F(z) < 0 lo cual es una contradiccién con
F(P)= 0.

Salvo este ultimo resultado, todos los anteriores son generalizables a
espacios de dimensiéon mayor que 2. Sin embargo, este teorema no es cierto en
tales espacios con una norma arbitraria y, como va a jugar un papel fundamen-
tal en nuestro desarrollo posterior, nos ha condicionado a dicha restriccion en la
dimension de nuestros espacios de trabajo, ya que deseamos aplicarlo sin per-
der la capacidad de optar por una norma cualquiera. Aunque en (Wendell y
Hurter, 1973) se demuestra que el teorema 3.2.1 también es cierto cuando tra-
bajamos sobre R" con ||-||,, en general, no se verifica para R" con cualquier

norma, como podemos comprobar con el siguiente ejemplo:
|

EJEMPLO 3

Si consideramos los puntos P, = (1, 0, 0), P,= (0, 1, 0), P,=(0,0, 1) de R*y
la norma |||, (siendo z = (z;, z,, z;) e R® || z || =| z, | + | z, | +] z,|), la envolven-
te convexa de los puntos P,, P,, y P;es

X={(A, A ) eRA +A, +A, =1,0<A <1,i=1,2,3}=
={(A, A, 1=A —A)eR,OSA <LOSA, SLA +A, <1}

Tomando como x = (0, 0, 0), si algiin elemento y € X cumple que

Iy = (1,0,0)l,=2-22, <]1(0,0,0) - (1,0,0) [|,= 1

1
entonces 5 <A <1

Por otra parte, si algiin elemento y € X cumple que

Il y=(0,1,0)[l,=2-2A, <]1(0,0,0)- (0,1,0) | =1

1
entonces — <A, <1
2

Por ultimo, si algiin elemento y € X cumple que

Iy =(0,0,1) ll,= 2(A, +4,) <1 (0,0,0) - (0,0,1) ]|, = 1

1 - . .
entonces A, + A, < > pero estas tres condiciones no se pueden dar simultdnea-

mente.
[ |
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Este Ultimo teorema también nos conduce al resultado fundamental
para los problemas clasicos de localizaciéon de centros deseados que afirma que
la solucién pertenece a la envolvente convexa de las localidades afectadas, ya
que si consideramos que éstas se encuentran en los puntos {a,, a,, a;}, para
cadax ¢ [a,, a,, ..., a,] podemos encontrar y € [a,, a,, ..., a,] de tal forma que
ly—a l€llx—a,ll, paratodoi= I, 2, .., m, con lo que y sera preferible a x.
Es decir, la busqueda de la mejor ubicacién para un centro deseado podemos
restringirla a [a,, a,, ..., a,,].

Sin embargo, en el caso de que el centro a ubicar sea no deseado, el
siguiente resultado nos obliga a restringir el conjunto dentro del cual queremos
emplazar tal instalacion, ya que, de otro modo, cualquier posible ubicacion
siempre puede ser estrictamente mejorada:

Proposicion 3.2.5. Dados m puntos P,, P,, ..., P, distintos de un espacio vec-
torial normado (R’, || - Il), para cada x € R* existe x* € R” tal que x* #x y ade-

mds || x— P ||>|| x" = P ||, para todo i € {1, 2, ..., m}.
Demostracion:

Dado x € R?, existe i € {1, 2, ..., m} tal que x# P, Supongamos, sin pérdida de
generalidad que i = 1

2
Para todo A > ———— max{l x— P [l x= 2, ...l x= P, [}
lx—£ '

1

el punto x” = x+A- (P —x), cumple que x"#x puesto que, en tal caso, se ten-
dria que cumplir que A =0 o que x = P, lo que nos conduciria a contradiccion.

Ademas, para dicho punto x*, también se verifica que

Mix=PB =l x" = x|€lx" = P+ || B - x|, para todo i € {1,2,...,m}

con lo que podemos afirmar que

Ix"=PlIzAllx=RlI-llx=Pl>2lx=Fll-llx=Fl=llx-Fll
n

Asi, para evitar que siempre se pueda realizar la construccién de la
demostracién anterior, lo que nos llevaria a que, dada cualquier posible ubica-
cion, siempre es estrictamente mejorable, de aqui en adelante exigiremos la
existencia de una region S, cerrada y acotada, a la que nos tengamos que res-
tringir a la hora de ubicar un centro no deseado.
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3.3. Dominancia en conjuntos cerrados y acotados

Teniendo en cuenta el comentario anterior, supongamos que, dada una regién
2 . . .z T

S, cerrada y acotada de R”, queremos determinar la ubicacion 6ptima, dentro

de ella, de un centro no deseado por un conjunto dado de poblaciones

{a, a,, ..., a,}.

Basandonos en el siguiente teorema, cualquier punto de S-{a,, a,, ..., a, }
siempre lo podemos dominar por algtin punto de la frontera de S:

Teorema 3.3.1. Sea |l - || una norma en R?, S < R* cerrado y acotado, P, P,, ..., P,
puntos de R y X Entonces, para todo x € S - X, podemos encontrar
x" e Fr(S)- X tal que x < x".

Demostracion:

Sea x un punto cualquiera de S - X. Por el teorema 3.2.1, existe y € X tal que
ly=Pl<llx—P|paratodoi= 1,2 .., m.

Sea A* :max{?LZl;k.x+(l—?u)-yeS} y consideremos el punto

x"=A"-x+(1-L")-y que estard en Fr(S) por construccion.

B

-y, con lo que x”

«

. - |
Asi, x lo podemos escribir como x = —-x" +
no puede pertenecer a X'y, ademas, A

I, A-1
lx=Pl=|— X +——y—P|=
1 k‘t‘ }\‘ y 1
| -1
= *‘(x‘—Pi)Jrk (=P =
A
1 . A -1
<—x =Pl|l+—||y=-P|<
w Il 2l o ly=Fll
1 A =1
SW'IIX —Pll+——llx-Fl

de donde obtenemos que || x— P, <) x* — P||; es decir, cualquier punto de §
que no esté en la envolvente convexa [P, P,, ..., P,] lo podemos dominar por
otro punto que estd en Fr(S)—-[P,, P,, ..., P,].

|

Asi, a la hora de determinar la ubicacion éptima, segln cualquier cri-
terio coherente, de un centro no deseado, dentro de una regién S cerrada y aco-
tada, podemos eliminar en una primera fase de busqueda, todos estos puntos
dominados, es decir, cualquier punto de S — [a,, a,, ..., a,] que no esté en la
frontera de S.
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Cabe preguntarse si serd posible proceder de la misma forma con los
puntos de S N X, dominandolos por puntos del propio conjunto S N X o bien
por puntos de Fr(S)— X. Sin embargo, la respuesta a esta cuestién no es, en
general, afirmativa, como pondremos de manifiesto tras las dos siguientes pro-
posiciones:

Proposicion 3.3.1. Sean 4, B, y C e R’ y x € [4, B, C]. Entonces
lx—All+llx=BlI<IC-A+IC- B
Demostracion:

Puesto que x € [4, B, C], sabemos que existen o.,B,y €[0,1] tales
que x=0.-A+B-B+7-C conoa+P+7 =1, con lo que x lo podemos escribir
comox=0o-A+B-B+(1-a—-P)-C

Por tanto, también podemos afirmar, en virtud de las propiedades de
las normas, que

[x—All=llo.- 4+B-B+(1-a—-P)-C— A=
=l @-1)-(4=-C)+P-(B-O)[[s(1-0) | A-ClI+B:- B-CI|
lx-Bl=llo.-A+p-B+(1-o—B)-C—Bl=
=IB-D-(B-C)+a-(4-CO)[sa-| A-ClI+(1=B)- 1 B-CI|

y sumando ambas desigualdades obtenemos el resultado propuesto. .

Proposicién 3.3.2. Sea X = [P,, P,, ..., P,] y sea T c R* de tal forma que el
interior de T N X no sea vacio; es decir, (T N X)’ # Q.

Entonces, para cada x e (T N X)°y para cada i = 1, 2, ..., m, existe
ye(T nX) tal quelly= B> x-Ell.

Demostracion:

Seaie {l, 2, .., m} yxe(TnX)" Sabemos que existe x > 0 tal que
B(x,r)c (T nX)

Como x €(T N X)’, entonces x € X°y por tanto, x # P,. Consideremos

el punto y=A-x+(1-1)-P con A=1+
I x—F

En consecuencia, y € (TN X) puesto que
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[x=yll=A=D-llx-Fll= lx=Fll=r

lx—=Fl
es decir, y € B(x,r)c (T N X)
Despejando convenientemente de la construccién de y podemos

1 -1
obtener que x=XAy+XT~PI_, con lo que

1
IIX—BIl=x'||y—Pi|I<I|y—P,-||
n

El siguiente teorema afirma que, siendo X = [P, P,, ..., P,y
bajo unas hipétesis minimas, no podemos, en general, dominar los puntos de
(XM S) por puntos del propio (XN S)

Teorema 3.3.2. Siendo X = [P,, P,, ..., P,] tal que (X" S)’ # @, para todo
xe(Xn S)existe ye (X S) yexistei e {l, 2, ... m}de tal forma que
ly=Fl>llx=Fll

Es decir, ningtin punto de X " S domina a todos los puntos de X m S.
Demostracion:

Six € (XN S)°, podemos aplicar la anterior proposicién 3.3.2 al conjunto 7= S,
con lo que existe y € X n S tal que, por ejemplo, para i = I, se tiene que
l y=FBlI>Ilx— £l con lo que habriamos terminado.

Asi, supongamos que x € Fr(X n S). Puesto que (XN S)° # O, sabe-
mos que existe ¢ € (X N S)° y consideremos la particion de la poligonal X en
triangulos de vértice comuUn ¢y los otros vértices que sean vértices consecutivos
de X

Por tanto, existen i, j € {1, 2, ..., m} tales que i #/, cumpliendo ade-
mas que x € [P, P, ..., 1]. Por la proposicion 3.3.1, sabemos que

lx=Fll+llx=Pl<llt=Fl+]|z=P|

Por tanto se cumple que || x— P ||<||#— P, || o que ||x—Pf ||S||t—P,, Il
puesto que si

ERAE TR
Sllx=Pll+llx=P 1>l = Bl+]1-P|
ERAETE A
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Supongamos sin pérdida de generalidad que || x— P |[|<||t= P ||

Puesto que si||x— P ||<||t— P, || ya habriamos terminado, suponga-
mos ademas que || x— P [|=]1- P ||
En este caso, aplicando la proposicién 3.3.2 al conjunto 7'= S, pode-

mos afirmar que existe y € (X S) tal que||1— P ||=||x— P |<|[y— P, lo que
pone fin a esta demostracion. =

Por otra parte, en general, tampoco podemos dominar los puntos de
X N S por puntos de Fr(S) — X, como se puede observar a la luz del siguiente
ejemplo, con lo que, en general, los puntos de X § no los podemos eliminar
como posibles ubicaciones preferibles, puesto que no los podemos dominar ni
por puntos de X N S ni por puntos de Fr(S) — X. Asi, los puntos que no pode-
mos reducir en esta primera fase seran los de

(XN S)VU(FrS)-X)=SNn(Fr(S)u X)
EJEMPLO 4
Sea S = {(zx,zy) eR’;(z -2) +(z,-2)'< 1} y sean

P =(50),P,=(0,5),P,=(0,0)

Los puntos x € Fr(S) — X, son de la forma x = (2+ c0s0,2 + sen0)

conge (O,EJ.
2

El puntoy = (1, 2) € (X S) pero todos los puntos x € Fr(S) — X cum-
plen que || y— B ||>|lx— £, siendo || -|| la norma euclidea; es decir, el punto
y € (XN S) no estd dominado por ninguno de Fr(S) — X
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Por tanto, el concepto de dominancia no nos permite reducir los con-
juntos X S'ni Fr(S)— X para cualquier funcién isétona. Sin embargo, tal reduc-
cién si que serd posible para las funciones asociadas a determinadas politicas
como se pone de manifiesto, por ejemplo, en (Mechrinoudis y Culliane, 1986)
cuando la norma considerada es la euclidea: si la region S es poligonal, las solu-
ciones del problema “maximin”, si se alcanzan en $° " X equidistan ponderada-
mente de tres de las poblaciones dadas vy, si se alcanzan en Fr(S), o son un vér-
tice de la poligonal o equidistan ponderadamente de dos poblaciones dadas.
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Un modelo integrador para problemas de localizaciéon de
un centro no deseado

En general, entre los articulos citados en el capitulo 2, en aquellos en los que
Unicamente se tienen en cuenta factores medioambientales, se supone, de una
u otra forma, la existencia de una regién S cerrada y acotada del plano dentro
de la cual se desea instalar un centro no deseado, una coleccion de puntos {a,,
a, ..., a,} que representan las localidades afectadas por tal instalacion, una
norma definida sobre R” y unas constantes positivas w, indicando el peso rela-
tivo de cada poblacién en el conjunto de la sociedad.

Los problemas que se abordan en esos trabajos son los correspon-
dientes a los criterios “maximin” y “maxisum” que, como ya hemos indicado
anteriormente, los podemos enunciar respectivamente como:

- determinar los puntos de S que maximizan la funcién

F(x)=min{w: | x—a, lw, | x—a,l...,w, | x—a, I}
- determinar los puntos de S que maximizan la funcién

G()= 3, (a1

Aunque ambos problemas tienen solucién, puesto que cada una de
estas funciones es continua y la region S del plano es cerrada y acotada, por lo
general, cada uno de ellos se resuelve independientemente a través de vias dife-
rentes. Este capitulo estd dedicado a presentar un modelo desde el que es posi-
ble resolver cualquiera de ellos e incluso cualquier otro obtenido a través de la
especificacion de un criterio dentro de una amplia familia, obteniendo asi una
teorfa unificada que nos permitird aplicar una linea de razonamientos comun.
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4.1. Planteamiento del problema

Sea S un subconjunto cerrado y acotado del plano, ||-|| una norma definida
sobre R, {a,, a,, ..., a,} puntos del plano que representan el lugar que ocupan
m poblaciones y una aplicacion w:{a,,a,,...,a, } — R" que asocia a cada una de
las localidades a, un valor positivo w(a,) = w,, al que llamaremos peso de la
poblaciéon a,, y representa el grado de importancia de cada poblacién en el total
de la sociedad.

Llamaremos problema ordenado de localizacién de un centro no
deseado a la determinacién de los puntos x € S que maximizan la funcién objetivo

m
S =Xk w, lx—a
i=1

donde O es la permutacién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Wy || x— a0 | < W,y || x— a0 £...< We i) [| x— a5 im I
y k,, k,, ..., k, son m constantes no negativas que vendran determinadas al

especificar el criterio a seguir y, para descartar el caso trivial, supondremos que
no todas son nulas.

La posibilidad de modelar una amplia familia de problemas de locali-
zacion de un centro no deseado sin mas que fijar determinados valores para
dichas constantes k,, es la que nos permite ofrecer una teoria unificada para
abordar, con eficiencia, problemas correspondientes a mdltiples criterios, entre
los que podemos destacar:

-k, =1,k,=k;= .= k,= 0, corresponde al criterio “maximin”.
-k;=k,=k;=..=k,= 1, corresponde al criterio “maxisum".

- fijadoj € {1, 2, ..., m}, tomar k,= 1y k;= 0 para todo i #j, corres-
ponde al problema de maximizar la distancia entre la j-ésima pobla-
cién maés afectada y el centro no deseado a ubicar. Este es una
extension del problema “maximin” y se conoce como el problema
de localizacién del j-ésimo cuantil.

- fijado j € {1, 2, ..., m}, tomar k, = 1 para todo i <jy k,= 0 para
todo i > j, corresponde al problema de maximizar la suma de las dis-
tancias entre las poblaciones més afectadas y el centro no deseado
a ubicar. Por lo tanto, es una extension tanto del problema “maxi-
sum"” como del "maximin” y se conoce como el problema de loca-
lizacion del j-anticentro (ver (Diaz Bafiez y Lozano, 2001) o (Lozano
et al., 1999)).
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-sik,=1y k= A €[0,1] para todo i > 1, obtenemos el denomina-
do problema anticentdian (versién continua del problema que se
plantea en (Moreno Pérez y Rodriguez Martin, 1999) o (Colebrook
et al., 1999)) en el que se persigue maximizar la siguiente funcion
objetivo correspondiente al criterio que se obtiene al combinar de
forma convexa los criterios “maximin” y “maxisum":

=2 min wllv= 21+ 0| X lx- 2

i=1

Ademaés, también podemos utilizar esta funcion objetivo para obtener
el diagrama de Voronoi ponderado para una norma cualquiera sin mas que con-
siderar la curva de nivel 0 de la funcion objetivo asociada a los valores k, = -1,
k,= 1,y k,= 0 paratodoi=3, 4, ..., m, aunque estemos violando la condicién
de no negatividad para las constantes k..

En principio, podemos afirmar que nuestro problema siempre tiene
solucion puesto que, ademas de ser S una region cerrada y acotada, la funcion f
que deseamos maximizar es continua, como se prueba en la siguiente proposicion.
Proposicion 4.1.1. La siguiente funcion es continua en todo R*:
m
f@)= Xk wylx=ay,
i=1
siendo a, una coleccién de m puntos de R* asociados, respectivamente, a las
constantes positivas w, k; constantes no negativas, |- || una norma definida en

R’y 6 la permutacion en el conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Sw x—a

W)’ Il x— 450 lI= Wo2)' Il x— 52 <. 6 (m)

som |l

Demostracion:

Sea x, € R’ y, sin pérdida de generalidad y por comodidad en la notacién,
supongamos que la permutacién 6 que nos permite evaluar la funcién en dicho
punto, es la identidad, con lo que se cumple que

wellx,—a ISw,llx,—a,lI<...<w -l x,—a,ll

- Si todas las desigualdades son estrictas, es decir, si
wellx,—a ll<w,llx,—a,lI<..<w -l x,—a,ll

1

por la continuidad de la norma, podemos afirmar que
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- g (x)=w;lx—a,|l-w, || x—a, || es una funcién continua, con
lo que, como g (x,) = w |l x, — a, | -w,- || x, — a, ||< 0, podemos
afirmar que existe un valor 5,>0 tal que si || x=x, |l <9,, enton-

ces g (x)<0, es decir, wellx=—a ISw, llx—a,ll

-g,(x)=w,llx—a,||-w,;|[x—a,| esuna funcion continua, con
lo que, como g (x,)=w, |l x, — a, | -w,- || x, — a, || < 0, podemos
afirmar que existe un valor 8, > 0 tal que si || x -x, < d,, enton-
ces g,(x) <0, es decir, w, | x—a, [Kw, [l x—a, |

-g, . x)=w _lx—a, |ll-w llx—a,l es continua, y como
gm—l(xo) = wmfl. ” xO - amfl ” _Wm‘ ” xO - am ” < 0' pOdemos aﬁr-
mar que existe § >0 tal que si ||x—ux,|I<5,

o entonces

g, ,(x) <0, es decir, w o llx—a _NISw llx—al

Asi, tomando 8§ =min{3,,9,,..,6, ,}, tenemos que si ||x—x, |I<d
entonces, se cumple que

wellx—a llsw llx—a|lI<.<w [Ix—a_ll

m

m

con lo que f(x)= Zki w, || x—a, | es una funcién continua.

i=1
- Si, por el contrario, alguna de las desigualdades no es estricta, es
decir, si existe i € {1, 2, ..., m} tal que w; || x, —a = w, Il x,—a
consideremos k = max{k,,k,,....k }

i+1 ”’
Para cualquier valor € >0 podemos afirmar que
—como la funcién A (x)=w; |llx—a, | es continua, existe un
valor v, > 0 tal que si || x — x, [I<v,, entonces

€
| w-llx—a | =w-ll x, —a, Ill<r

- como la funcién i, (x) = w," || x — a, || es continua, existe un valor

v,> 0 tal que si || x — x, [<v,, entonces

€
[wy | x=a, | =w,- Il x, — a, |I|<m

- como la funcion & (x)=w -|[x—a, | es continua, existe un

valor v, > 0 tal que si || x —x, [[<v , entonces

m'
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e
lw lx=a [[-w-lx,—a ll<—
k-m

v,,9,,0,,..,8. .8

y sead =min{v v ,..,v , 2520, 1,0, ,..,0  } paralos valores

8, descritos en el apartado anterior.

Sea x € R’ tal que [l x—x, [I<3. Entonces se tienen que verificar
alguna de las dos siguientes alternativas:

- Si se cumpliera que

wellx—all<.<w-[x—al<w, llx—a, lI<.<w [[x—a |

i+1 |

entonces se verificaria que

| f(x)= fx)] < ki lw-llx—a ll=w-llx, —a lll+
+hy | wy- I x —a, l[-w,- I x, —a, lll +
+...+
thw-llx—a |l-w-llx,—a ll+

H—llw ”x_ai+1”_wi+1'”x0 z+1|”+
+...+
+h o Aw llx—a ll-w -llx,—a,ll<
€ € €
<  k—+k, —+. 4k ——<eg
k-m k-m k-m

- Si, en caso contrario, se cumpliera que

wellx—all<.<w llx—a [<Sw-lx—al<..sw- [[x—a |

i+1
entonces se verificaria que

| f()=Fx)| < k-lwellx—a ll=w- Il x, —a, Il +

oyl wyllx—ay | =wy- Il x, —a, [l +

+...+
+k.-|w. cMx—a  N-w-llx,—alll+
alwellx—all-w, - llx,—a, ll+
+...+

+hw llx—a, ll-w, llx,-a,ll=
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(puesto que w- || x, —a, |Fw, llx,—a. )

= k-lwellx—a ll=w-llx, —a ll+
+hy lwyllx—a, | =w,- [l x, —a, Il +
+...+

+ki' | Wit Il x~ i | Wi I Xo ~ iy Il +

hlwe D= a, =wy llx, —a, 1l +
+...+

+k lw lx—a ll-w llx,—a, ll<

€ € €

< k"k +k2-k +...+km-k—s.s

lo que pone fin a la prueba de la continuidad de la funcién. =

Asi, sea cual sea la eleccién de las constantes, el problema de deter-
minar el maximo de la correspondiente funcién dentro de una regién S cerrada
y acotada, siempre tiene solucion; es decir, siempre podemos encontrar un
punto x, € S tal que flx,) = f{x), para todo x € S, con lo que habremos determi-
nado una ubicacién éptima para nuestro centro no deseado.

Ademads de la continuidad de nuestra funcion f{x), también podemos
asegurar que, todo criterio asociado a una eleccion de las constantes no nega-
tivas k;, cumple el principio de coherencia, subyacente en la definicién de la iso-
tonia, como se prueba en la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1.2. Si || y —a, ||<||x—a, ||, para todo {1, 2, ..., m} (es decir, si
y 2 %) entonces se cumple que f(y)< f(x)

Demostracion:

Sean x e y dos puntos de R’y sean G y 7 las correspondientes permu-
taciones del conjunto {1, 2, ..., m} tales que

Alx—a; Isw,,-llx—a JIx—a

Wc(l) 6 (2) ” <..S WG(m) o (m) ”

W‘C(l)' ” y_ a‘c(l) ” S W‘E(Z)' ” y_ a‘c(z) ” S "'S WT(m) ” y - a’c(m) ”
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que T es la identidad con lo que

welly=allsw lly-a,l<.<w ly-a,l
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Demostraremos esta proposicion observando que si|l y — a, || <[ x—a, ||
, paratodoie {1, 2, ..., m}, entonces se cumple que

w-ly—a < Wiy | x—a_, . ||, para todoie{l,2,...,m}

o (i)
Consideremos, entonces, i € {1, 2, ..., m}:

-Sio(i)=1, se tiene que

welly=a I<w, y=a,, I<w, - lx=a,l

- Por otra parte, si 6(i) < i, entonces existe algin j € {1, 2, ..., m} tal
quej < 1yo(j)=i. En tal caso, se tiene que cumplir que

Wy = a IS w, = ag 1S w1 =g 1S - llx=ag, |

Asi, se verifica que k.- w-l y—a ISk - w, -l x—a, |, conlo que

FO) =2k welly—a IS Y k-w,  lIx—a, = f(x)
i=1 i=1

|

A la hora de determinar los maximos de nuestra funcién objetivo den-

tro de la region S cerrada y acotada del plano, se podria pensar en la posibilidad
de utilizar resultados clasicos de optimizacién de funciones de dos variables. Sin
embargo, para su utilizacién se exige que dicha funcién sea diferenciable y, des-
graciadamente, la nuestra no lo es, como se puede observar con el ejemplo 5,
con lo que intentar abordar nuestro problema con ellos es, en general, inviable.

Tratando el problema desde otro punto de vista, podriamos facilmen-
te obtener una notable reduccién de las posibles soluciones a nuestro problema
si, dentro de la region S, pudiésemos garantizar la convexidad' de la funcién
objetivo, puesto que, en tal caso, sus maximos se encontrarian en la frontera de
S. Lamentablemente esta funcién, en general, no posee esa propiedad, como
también se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 5
Consideremos la norma euclidea, los puntos a,= (-2, 0), a,= (2, 0),
equiponderados y como region S, el triangulo de vértices (-2, 0), (2, 0) y (0, 2).

La funcién que nos permite modelar el problema “maximin” es la correspon-
diente a los valores k,= 1y k,= 0 cuya expresion es

" Para todo par de puntos x, y € S'y para todo o €[0,1] se verifica que f(o-x+(1—a)-y) <o - f(x)+(1-0)- f(»)
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)= min{\/(x +2) 4 J(x =22 + )7 }

Esta funcion no es diferenciable en ninglin punto de la region S de la
forma (2, y) con 0 <y <2 puesto que

Sy f0.) . =2y =4+t
Iim = lim =
h—0" h h—0" h \/4+y2

ho0" h h—0" h - \/4+ y2

Esta funcion tampoco es convexa puesto que, denotando por
x= (-1, ypory=(1,1), se cumple que f(x) =l x—a, [IFN2 =l y —a, |I= f(¥)

o S = £ 0+ 4y Ay 2

Por otra parte, también se cumple que

2

>\/_=l-x/5+l-\/—= y
2 2

f{l-x+%-yj:f(0,l)=\/§>

=2 S+ ) 2

con lo que, podemos asegurar, que esta funcion ni es diferenciable ni es convexa.
|

Sin embargo, técnicas mas depuradas de optimizacién restringida,
suavizan la exigencia de la diferenciabilidad por otra condicién menos restricti-
va, como es el cardcter Lipschitziano de la funcién objetivo, cualidad de la que
goza nuestra funcién, como estaremos en disposicion de probar utilizando el
siguiente lema técnico:

Lema 4.1.1. Sean i = (u;, U,, ..., u,) y Vv = (v,, V5, ..., v,,) dos vectores de R"

tales que u,<u,<..<u,, v,;<v,<..<v,, sean 6y T dos permutaciones en el
conjunto {1, 2, ..., m} y definamos

m
Fot)= 2 Uiy Veiiy
i=1

Entonces el mdximo de F(c,t) se alcanza cuando ambas permuta-
ciones son la identidad.
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Demostracion:

Es evidente que existe una matriz X de tamafo m x m de ceros y unos tenien-
do un Unico uno por cada fila y columna de tal forma que se cumple que

m ~ w
F(G,T)zZuw) Ve =U-X -V
i=1

Asi, habremos probado el resultado propuesto si comprobamos que,
en tal caso, siendo 7, la matriz identidad de tamafio m x m, se cumple que

- - ot
u-X-v <u-I vy

m

Probaremos esta desigualdad por induccién sobre el tamafio de la matriz:
- Param = [ es trivialmente cierta puesto que u, v, <u, - v,
- Para m = 2 la desigualdad también es cierta puesto que:

- si X = I, se verifica trivialmente

-si X= [? (1)] , se cumple que

ﬁ-X-\7[=u1-v2+u2-v1=u1-(vz—vl+v1)+u2~(v1—v2+v2)=
=u -(v,=v)+u,-(v,=v,)+u v +u,-v,=

— ot
=, —u) (v,=v)+u v +u, v, <u -v+u -v,=u-l-y

puesto que u —u, <Oyaque u <u,yv,—v, 20yaquey <y,

- Asi, supongamos que se verifica la desigualdad para un cierto m € N
y comprobemos que se verifica para m + 1.

-Six,. ... = L, entoncessiendo X, ,, la matriz resultante al eli-
minar la ultima fila y columna de la matriz X, i« el vector resul-
tante de eliminar la Ultima componente del vector u y v el vec-
tor resultante de eliminar la dltima componente del vector v se
obtiene que

— 't
u-X-v =4, X -y, tu v

m+1 m+l

t — t
<= . .= . =1 - Y
= Ux I \ + Z/lm+1 vm+1 u [m+1 v

93 «



> 94 Un Modelo Multicriterio de Localizacién de Centros No Deseados con Pesos

— En caso contrario, six; ., = 1 =x,,, , denotemos por X, , ala
matriz resultante al eliminar de X las filas i y m + 1 y las colum-
nasjym+ 1, pori el vector resultante de eliminar tanto la ulti-
ma como la i-ésima componente del vectorii y v el vector resul-
tante de eliminar tanto la dltima como la j-ésima componente del
vector v. Asi, la matriz X, es de tamafio (m - 1) x (m - 1) y
podemos afirmar que

I3

Vel tu v +u v <
m—1 i m

+1 m+1 J

(puestoque u, <u__ 'y v, < V..

S

t t
w Xm—l TV +ui 'vj + um+l ’ vm+l U’ Xm Vs +um+l .Vm+l -

(siendo X, la matriz X, , en la que hemos afadido una fila en la
posicién i y una columna en la posicién j que tiene un uno en la
posicién ij y el resto son ceros, i+ el vector resultante al eliminar
la Gltima componente del vector i y v.el vector resultante al
eliminar la tltima componente del vector v ).

t — t
<= . .o . =17 - Y
= Usx ]m Vi + um+l vm+l u Im+l 4

Teorema 4.1.1. f{(x) verifica una condicién de Lipschitz. Concretamente, siendo
ki Sk ¥ Wy S W, paratodoi=1,2,..,m—1,se cumple que

V(i) =

[ |
| f(x)=f(»)I£ M-|[x— y||, para todo x,y € S
siendo la constante M = z ku(,.)wv(i)
i=1
Demostracion:

Si, tomados dos puntos x e y de S, tienen asociados la misma permutacién o,
es decir,

w_ |l x— g I< Wiy [| x— a; o [I£... Wa i [| x— g m I|
Wg(l). ” y - aG(l) ”S WG(Z)' ” y_ ag(z) ”S "'S W(S(m) ” y - aG(m) ”

entonces, utilizando el lema anterior, se verifica que
m
| f() = FD = 2 kow, o (lx=P  llI=lly=P D[ <
i=

m
<Yl I =B =1y =B, | <
i=1



CAPITULO IV: Un modelo integrador para problemas de localizacion de un centro no
deseado

Nx=yll- Dk wy, < M-llx =yl
i=1

Si, por el contrario, los puntos x e y no tienen asociados la misma per-
mutacién, podemos dividir el segmento /= [x, y] en subsegmentos de tal forma
que, en cada uno de ellos, la permutacion asociada sea la misma para todos los
puntos de él. Asi, si denotamos por x'e y " a los vértices de uno de ellos y por T
la permutacion correspondiente, en virtud de lo probado anteriormente pode-
mos afirmar que

| S = SONSNX =y 1Dk w, ) < M-l x =y |
i=1

lo que, unido a la siguiente desigualdad

| f) = FDE )= N+ D) = FON+ D)= FD IS
S = O+ D)= O+ )= F ()]

nos permite garantizar la veracidad del enunciado propuesto.

4.2. Determinacion de puntos candidatos a solucion

Como, en general, no podemos garantizar ni la convexidad ni la dife-
renciabilidad de nuestras funciones objetivo, no podemos utilizar los métodos
clasicos de busqueda de éptimos. Alternativamente, restringiremos el conjunto
factible de soluciones y asi, consideraremos nuestro problema resuelto, si dicho
conjunto lo podemos reducir a un conjunto finito.

Aunque tan dréstrica reduccién puede que no sea posible para todas
las normas, si que es posible, por ejemplo, cuando consideremos, entre otras, la
norma euclidea que es la utilizada habitualmente en las aplicaciones practicas.
De todas formas, las propiedades que estudiamos a continuacién nos permiten
restringir sensiblemente el conjunto de puntos candidatos a solucién, por lo que
seran de gran ayuda para la construccién de algoritmos de aproximacion.

Observemos, en primer lugar, que la solucién de los problemas orde-
nados de centros peligrosos puede no ser Unica, pero podremos eliminar un
punto candidato siempre que encontremos otro que sea igual o mejor que el
anterior. Asi, en una primera aproximacién, utilizaremos el concepto de domi-
nancia para poner de manifiesto que podemos eliminar los puntos del interior
de S que no sean de la envolvente convexa de los puntos {a,, a,, ..., a,,}, como
se prueba en la siguiente proposicién:

95 «



» 96

Un Modelo Multicriterio de Localizacién de Centros No Deseados con Pesos

Proposicién 4.2.1. Siendo X la envolvente convexa de {a,, a,, ..., a,}, existe
algun punto x" € (SN X)U (Fr(S)— X) tal que se verifica que f(x)< f(x")
para todo x € S.

Demostracion:

Como la funcion objetivo es continua y el conjunto S es cerrado y acotado,
sabemos que existe x €S tal que f(x)<f(x)) para todo xeS. Si

X, € § M X habriamos terminado; supongamos, entonces, que x, € S~ X .

En virtud del teorema 3.3.1, tenemos asegurada la existencia de
algiin x” € Fr(S)— X tal que x, <x". Puesto que nuestras funciones objetivo

son is6tonas (ver proposicion 4.1.2), se tendria que f(x,) < f(x"), con lo que
x" también seria un maximo de f.

Por tanto, con independencia de que pudieran existir otras solucio-
nes, siempre podemos encontrar alguna en el conjunto SN (Fr(S)u X); es
decir, podemos eliminar del conjunto factible todos los puntos del conjunto S — X.
Sin embargo, el conjunto SN (Fr(S)u X) sigue siendo demasiado extenso
para nuestro proposito.

Para conseguir reducir ain més el conjunto de posibles soluciones, en
adelante, le exigiremos al conjunto S sobre el que queremos maximizar f (x)
que, ademas de ser cerrado y acotado, también sea poligonal. En principio, esta
condicién puede parecer demasiado restrictiva, pero en el contexto en el que se
plantean los problemas de localizacién de un centro no deseado, cualquier
region geogréafica se puede aproximar tanto como queramos mediante una
regién poligonal, con lo que tal restriccién es consecuencia de la naturaleza del
problema real que queremos modelar.

Bajo esta hipétesis, el siguiente teorema nos permite reducir el con-
junto de puntos candidatos a éptimos que estan en la frontera de S.

Teorema 4.2.1. Si x, es un mdximo de f (x) en la regién S, x, € Fr(S)y © es una
permutacién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Yoy’ [ X0 = A5y < W2y’ | X0 T 52 I<..< Wom)® [ X0 = Qs m) I
entonces existe algun punto x* € Fr(S) tal que f(x")= f (x,) verificando que
£
X —a

* *
wc(l)-llx —ag, 1< wc(z)-llx —ay £..€w

| s |

donde x" es, o bien un vértice de S o bien existe i € {1, 2, ..., m — 1} tal que

% *
Yoy’ lx - s = Woi+n) lx — s iv1 [
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Demostracion:
Si x, fuera un vértice de S, o si existiera i e {1, 2, ..., m — 1} tal que

|x —a

”: W 0 o (i+1) ”

Wc(i)' ” X c(i+l)'

0~ %
habriamos acabado; supongamos, entonces, que x, no es un vértice de S'y que
para todoie {1, 2, ..., m — 1} se verifica que

x —a

Wsay' Il x |< Ws 0 G (i+1) I

T0) | G+
Como toda norma es una funcién continua, existe 8 > 0 tal que para

todo x € B(x,,8) se cumple que
Wo iy’ Il x

A < Wo i)' l Xo T Qs i)

) l, paratodoie {1,2,..,m—1}
Sea L la arista de S que contiene a x, y, paracadaie {1,2, ..., m—1}
definamos los siguientes conjuntos:
L={xe S|W<,(,~)' [x—a_ . |= W' | x—a

G (i) o (i+l) ”}

Puede suceder:

-LNL=@, paratodoie {l,2, .., m—1}. En tal caso, tomemos

como x el extremo de L mas cercano a x, y consideremos el
conjunto

A={xeS|xeB(x,,6)N L}

que no es vacio, puesto que x, e A, y ademds, para todo x € 4, se
cumple que
|l paratodoie{l,2,..,m—1}

Woiiy' llx— s [BS Woisn) llx— s (i)

Sea A e(1,1++) y tomemos y =A-x,+(1-21)-x" que per-

x =x

tenece a 4 ya que esta en L, por estar alineado con x" y con Y
también cumple que

Ly =2, =0 x, + (1= A) - x" =%, 1= (= 1) [l x" = x, | <3

Por otra parte, se tiene que x, = % Y+ % x"

De todo esto, se sigue inmediatamente que:
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(x) Zk Yoy’ XO_aG(i)”:

= A-1 .
:Zk Woiy _'(y_acs(i))+T(x _ac(i)) <

i=

m

mk Lty k.- ’ =
2w = g I+ = Wy I =g, ll=

i=1 i=1

>>|_

=— Jn+ —f( )—— fx )+— f(x7)

Por tanto, f(x,)< f(x") lo que, unido a la desigualdad contraria

que se verifica por ser x, es un maximo de f(x) en S, pondria fin a
la demostracion.

- Existe i e {1, 2, ..., m — 1} tal que L, " L # @. En tal caso conside-
remos el conjunto

B={xeL|die{l,2,.,m—1}con

Yoy’ Il x— A5 lI= Woiisn)' Il x— A5 141 Il

y sea x” el elemento de B més cercanoa x,y 3" = min{6,|| x —x, ||}

El mismo procedimiento anterior, pero esta vez sobre el conjunto

A={xeS|xeB(x,0" )N L}

nos conduce de nuevo a que f(x,) < f(x"), de donde f(x") = f(x,)

En cualquier caso, hemos localizado un punto x™ que es un vértice de
la region S o bien existe i e {1, 2, ..., m — 1} tal que se verifica que

w_-Ix"—a

’ “ X = ac(i) ”: i+l

Wc(i) o (i+l) ”

|

Notemos que, en la busqueda de 6ptimos de nuestra funcién objeti-

vo, este resultado nos permite restringirnos a los puntos de la frontera de S que

sean vértices de la poligonal o pertenezcan a la mediatriz ponderada asociada a

alguin par de poblaciones a,. Los siguientes resultados nos aseguraran que tam-

bién podemos restringir, mediante condiciones similares a las anteriores, los
puntos candidatos a solucién del interior de S.
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Teorema 4.2.2. Si x, es un punto interior de S tal que es un maximo de f(x)y
G una permutacién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

lx —a

I<..<w |

I X0 T 450 < W2y Il x o(m)

W)’ 0~ %2

entonces existe algun punto x" e S tal que f(x")= f(x,) verificando que

Wy [| x" — a; £ Wy [ x" — a; [1£...L Waim) [ x" — a5 [|
donde, o bien x" € Fr(S) o bien existe i € {1, 2, ..., m — 1} tal que
. * — o . * —
Wc(i) ” x ac(i) ”_ Wc(i+1) ” X ao(i+l) ”

Demostracion:
Sea G una permutacion del conjunto {1, 2, ..., m} tal que
Wy | x, — as | < Wiy | x, — a; I£...< Wem)’ Il x, — as i [|

Puesto que, si existe alginie {1, 2, ..., m} tal que se verifica la igual-
dad W 1y = ag o 1= Wy g = ag o |l habriamos terminado, suponga-

mos que, para todo i € {1, 2, ..., m} se cumple que

<w Il x

Woiy' I X0 T 5 I o(i+l)

0~ Dsqivn) I

Para cada i€ {1, 2, ..., m} consideremos el conjunto

w JNx—a

L ={xe Slwo(i)' Il x— sy 1= o(i+1)

G (i+1) ”}

- Siparatodo i€ {1, 2, ...,m—1} se cumple que L. NS =@, enton-
ces la permutacién o es la misma para todo x € S. Por tanto, tome-
mos como x, cualquier punto de S tal que x, # x, y tomemos como
A =max{A eR|A-x,+(1-1)-x, €S}

A" >1, puesto que x, € S. Ademés, x" =A"-x, +(1=1") x € Fr(S).

A -1
e X

o,
Por tanto, podemos escribir x, = el X+

m
f(xo) = z ki Wowy I Xo = A5 =
i=1
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- 1 A =1
=D kow, =& —a, )t (x,—a,,)
i G (i) * G (i) * 1 S (i)
= i i 7\/ i 7\( i
1 Z A -1
x 2 k Wo(,) 45 I+ ' Z ki Woiiy' | X~ s =
i=1 i=1
1 * }\’*
f (x) < f (x,)
A
Asi, siguiendo el mismo procedimiento anterior, se tiene que
Por tanto, f(x,)< f(x") lo que implica que x" y f(x") = f(x,) esta
en la frontera de S
- Si, en caso contrario, existe i € {1, 2, ..., m — 1} tal que L, NS # @,
consideremos el conjunto
A={xeSIw, Ix=a, 1< w,, lx—a,, I1<..<w, lx-a,, I

- Como todas las desigualdades que definen a 4 son estrictas en x,,
entonces x, es un punto interior de 4 y, por la continuidad de la
norma, podemos afirmar que existe 8 >0 tal que B(x,,8)c 4
Sea x, cualquier punto de B(x,,0) C 4 tal que x, # x, y tomemos

como A" =max{A e R|A-x, +(1-1)-x, € 4}

De nuevo, podemos afirmar que A" 2 1, puesto que X, € B(x,,8) C 4.
Sea x"=A"-x,+(1-1")-x, entonces

- o bien, x" € Fr(S), con lo que el mismo razonamiento del caso
anterior nos conduciria a que f(x") = f(x,) y habriamos acaba-
do la demostracion.

ES _ *
Woiy' lx — A5 iy 1= Woii+) lx - ao(m)”

- o bien, x" e Fr(A4), con lo que existirfa i e {1, 2, ..., m — 1} tal que

y de nuevo, el mismo razonamiento anterior nos conduciria a
que f(x")= f(x,), con lo que, de cualquier forma, podemos

garantizar la veracidad del teorema. =

Ademads, podemos ser un poco mds precisos en las conclusiones del
teorema anterior, y utilizar el siguiente para reducir todavia mas el conjunto
posibles soluciones del interior de S.



CAPITULO IV: Un modelo integrador para problemas de localizacion de un centro no
deseado

Teorema 4.2.3. Si x, es un punto interior de § tal que es un maximo de f(x),
entonces existe algun punto X € S tal que f(x,))= f(X) verificando que, o bien
X € Fr(S) o bien existe una permutacién © del conjunto {1, 2, ..., m} y existen

i, je{l,2,..,m—1} coni#j tales que se verifican las dos siguientes igualdades:

Wiy lx— s = Woiisn)' lx— Asivn) I

Woipy 1% =

gy 1= Wy X =gl

Demostracion:

Sea x, un punto interior de S tal que es un maximo de f(x)y t la permutacion
del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Wr(l).” Xo ~ [BS Wr(z)'”x <w [| x

LT I<..< oy W0 = I

En virtud del teorema anterior, podemos asegurar que existe un
punto x" € S tal que f(x,) = f(x") y, o bien x" € Fr(S), o bien, existe
ie{l,?2,.. m-1} tal que

* ES

LTS lx - Ao = Weisn) lx - A i+1) I

Puesto que si x* € Fr(S) habriamos acabado, supongamos que existe
ie{l,2,..,m-1} tal que

F

.
Wiy lIx — iy = Wiy’ lx —a |

T(i+1)

Consideremos los siguientes conjuntos:

-L=ixe Slwx(z‘)’ llx— ) = Wi llx— e ivn) I}
- T ={xeS|
Wy | x— a. ., I<...< Wiy | x— a. 1< W | x— a. 1<

S Wiy llx— @i [BS W) llx— Aiv) I<..< Wemy' llx— Ay I}
-T,={xeS|

Wy llx— a0 I<..< Wei-ny' llx— Aoy < W) llx— A ieny <

< Wy llx— ) (IS W' llx— @ iv2) I<..< Wem' llx— @ (my I}

T=TUT,
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Puesto que si x* € Fr(S) habriamos terminado, supongamos que

existe 8 >0 tal que B(x",8) c T. Distingamos ahora las dos siguientes posibili-
dades (esquemas en la figura 4.1):

Caso Il: La mediatriz L no se interseca con Fr(S) ni con otra mediatriz

- La mediatriz L se interseca con alguna otra mediatriz y/o con la
frontera de S. En tal caso, denotemos por X al punto mas cercano a
x" de entre todos los puntos de interseccion y sea
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Puesto que, por una parte, tanto x* como ¥ estan en T, T, y por
otra parte, x, estard en T, o en T, puesto que || x, —x"||=0 y
B(x",8)c T, podemos afirmar que existe una permutacion p,
comun a los tres puntos, que nos permite evaluar la funcion f

Puesto que el punto x" lo podemos reescribir como

]| 5
X' =—— X+ X
|x" —X%||+0 |x —X%||+0

obtenemos que

m
)= 21' koo won I —ag, lI=
s

x| ) -
(o —a, )t (X, )| <

[x"=%||+6

m ®

X

szi'wp(i)' "*—N
pan I x =X+

X —X
” I Zk w_lx,—a ||+

||x—x||+6,1 o 1%~ B

m
Zk Wy 1 =a, ) ll=

m

Il X —XI|+5 ar
By 0 .
. 4+ - <
s e Y
X" =%l . d .
< —. 4+
lx" —%[+8 e | x —%)+8 /()

De donde se deduce que, f(x") < f(X) lo que, unido a la desigual-
dad contraria que se verifica por ser x* es un méaximo de f(x) en S,
pondria fin a la demostracion.

- La mediatriz L no se interseca con ninguna otra mediatriz ni con la
frontera de S. En tal caso, en virtud de la proposicion 4.3.2, pode-
mos elegir x, € (LN B(x",8)) con x, # x°

Observemos que tanto x, como x" estan tanto en 7, como en 7. Asi
A =max{AeRI|A-x"+(1-L)-x, €T}

cumplird que A" >1 puesto que x" € T
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Ademas el punto ¥ =L"-x" +(1-1L")-x, estaraen 7| o en T, pero,
de cualquier forma, la permutacién que nos permite evaluarlo es la
misma para x’, ¥ y x,

1 A1

Denotéandola por p y puesto que x" = — - X+ ——
que A A

X, obtenemos

m

T =2k 1 I

=Zki-w —(F—a )+ ——(x —a, )<

A ANCUN PR A
1 & - A—1 &
< v ‘;kf Wy 1 —a ) I+ A ';kt Wy 1 —ay ) 1I=
1 A =1 1 oAM= ;
:w'f(x)Jr T 'f(xl)Sw'f(x)+ T f(x7)

De donde se deduce que, f(xX)L f(F) o que, unido a la desigual-
dad contraria que se verifica por ser x es un maximo de f(x) en T,
nos lleva a que en X también se alcanza el maximo de la funcién
objetivo vy, reiterando este proceso o el descrito en el caso anterior,
a lo sumo tantas veces como mediatrices, también pondriamos fin a
la demostracién de este teorema.
|
En conclusién, podemos afirmar que, siendo S una regién poligonal,
cerrada y acotada, {a,, a,, ..., a,} puntos del plano y X su envolvente convexa,
entonces existe algiin punto en el conjunto VU U (E N X) que es maximo
global de nuestra funcién f'sobre S, siendo

- Vel conjunto de vértices de S.

- I el conjunto de puntos x de la frontera de S tales que existe alguna
pareja (a,, @) de puntos distintos de {a,, a,, .., a,,} verificando que

wellx=all=w - lx—a,l
- E el conjunto de puntos x interiores de S tales que existen dos pare-
jas distintas (a,, a,) y (a,, a,) de puntos distintos de {a,, a,, ..., a,}

verificando que

woellx—a lI=w llx=all y w-lx—al=w-lx-all
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En ocasiones, este conjunto podria reducirse alin més y asi, por ejem-
plo, las soluciones para el problema “maxisum” sobre una regién poligonal
siempre se encontrardn en alguno de sus vértices, puesto que la correspondien-
te funcion objetivo es, evidentemente, convexa, ya que es

m

S =2 wellx=ag, |

En general, juegan un papel fundamental los conjuntos que nos per-
miten seleccionar, tanto de la frontera de S como de la envolvente convexa de
los puntos afectados, un conjunto de puntos candidatos a solucién de cualquie-
ra de nuestros problemas de localizacion de un centro no deseado. Dediquemos
el final de este capitulo a poner de relieve algunas diferencias estructurales de
dichos conjuntos y algunas propiedades invariantes para diferentes normas.

4.3. Mediatrices

Sea (R,||- ) un espacio vectorial normado sobre R’y sean Py QO dos puntos

distintos de R* a los que tenemos asociados dos magnitudes escalares positivas
W,y W, respectivamente. Llamaremos mediatriz ponderada (o mediatriz, abu-
sando del término) relativa a los puntos Py a Q, al conjunto

M(P,0)={x € R? tales que w, | x= Pl= w, Il x— O I}

Las propiedades geométricas y/o topoldgicas de estos conjuntos pue-
den ser sensiblemente diferentes al utilizar una norma u otra, como se puede
observar en los dos siguientes ejemplos:

EJEMPLO 6
En el caso en el que la norma sea la euclidea, los conjuntos M (P, Q) son

-siw, =w, rectas perpendlcglares al segmento que une P con Q 'y
que pasan por el punto medio.

- siw, #w,, circunferencias de centro C'y radio r siendo

S S A V|

2 2 2
W, — W W, =W, |wP—wQ|
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EJEMPLO 7
Sin embargo, en general, la dimensién del conjunto de puntos que equidisten
de dos puntos dados, no tiene que ser uno, como sucede en el caso en el que

nuestra norma sea, por ejemplo, la||- ||, definida como || (x, ) [l,=[ x [+ y |

Considerando los puntos P= (-1, 1) y O = (1, -1), el conjunto
M(P,Q)={x e R” tales que || x— P, =[x~ O|,}

sombreado en la figura, lo
podemos expresar como |
M(P,Q)= M, v M, M, siendo .

M, ={(x.) € R*|min{-x,-y} 21} °

M2={(x,y)e]R2|x—y=O}

M, ={(x.y) e R*|min{x,y} > 1}

Como se muestra a continuacién, independientemente de la norma
utilizada, los conjuntos cerrados M (P,Q) nunca son vacios.

Proposicién 4.3.1. Siendo Py Q dos puntos distintos de (R”,|| - |I), y siendo w,,
y w,, dos escalares positivos, se cumple que

M(P,Q)={x € R tales que w, [ x—=Pl= Wy Ix=Q0|}#9

Demostracion:

WP VVQ
El punto P+ -0 e M(P,0Q) puesto que
w,+ w

T W, Wyt W,
w w w,-w
0 p 0
wy |l —F—- P+ Q- Pll=———11P-0l
WP+WQ WP+WQ WP+WQ
w w w,-w
Q P o
Wy | —L—- P+ -0-0ll= IP-0ll
WP+WQ WP+WQ WP+WQ
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Ademds, esta demostracion nos ha permitido encontrar un punto del
conjunto M(P,0Q) que esta en la recta que pasa por Py por QO (recta que deno-
taremos por R,). Independientemente de esa demostracion, es sencillo deter-
minar qué puntos de la recta R, pertenecen a la mediatriz ponderada, puesto
que seran aquellos x, =A-P+(1-1)-Q con AeR que cumplan que

w,llx, — Pll= Wy I x, = Q|| Asi, para determinarlos bastara con determinar los

valores A € R tales que w, | I=A|= Wy Al

- Existira alguna solucion con A < 0'si w,(1 —1) = -\ w,, es decir,

w
siA=—7"F"—
W, =W,

hemos supuesto que w;, y w,, son positivos.

<0, lo cual sélo sucede cuando w, < w,, puesto que

- Siempre existird alguna solucién con 0 < A < 1 puesto que se cum-

w
ple que A = —-2—€(0,1)
w,+w,
- Existira alguna solucion con A > 0 si w, (A — 1) = w,; es decir, si

w
A =—-"—>1, lo cual sélo sucede cuando w, > w,, puesto que
WP %
0
hemos supuesto que w, y w,, son positivos.

En resumen,

- M(P,Q)ﬁRPQZ{P;Q} siw, =w,

Wp WQ
CM(P.Q)AR,y={—2— P —2 0
w, =W, W, =W,
w
£ .P+ g Osiw, #w,
W, +w, W, + W,

Asi, puesto que los conjuntos M (P,Q) son cerrados y no vacios, en
la proposicién que demostraremos a partir del siguiente lema técnico, probare-
mos que, ademads, no tienen puntos aislados, es decir, que son conjuntos per-
fectos? y, por tanto, de la misma cardinalidad que el continuo:

Lema 4.3.1. Sea (R?,|| 1) un espacio normado, x, un punto cualquiera de R* y
R una recta cualquiera que pasa por x,. Entonces, para cualquier d < 0, existe
alguin punto x” # x, tal que x" € (RN B(x,,5))

2 Un conjunto 4 de un espacio topoldgico se dice que es perfecto, si es cerrado, no vacio y no tiene puntos aislados.
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Demostracion:

Sea §" €(0,8) y sea x,e R un punto cualquiera tal que x, # x,. Si las coordena-
das de estos puntos son x,= (x,, X,) ¥ X, = (x;;, X;,), denotemos por
0= (X1, — X9, Xo; — X;1), POr k=Xp, - X;; =X, - X}, ¥ consideremos la funcién
F(x)=<x,0>+k.

xl _XO *
———— cumple que F(x")=0,
Il x, —x, |l

puesto que se verifica que F(x,)=<x,0>+k=0=<x,0>+k=F(x), que

Entonces, el punto x" = x, +8" -

llx" =x,I=8" <8y, también se tiene que

F(x')=<| x,+8" ——0_ | 0> +k =
Il x, —x, |l
=<x,0>+k+ ——— <x,0>——<x,0>=
Il x, —x, Il Il x, —x, Il
= () (k) =0
Il x, —x, |l Il x, —x, |l

lo que, en virtud de la proposicion 3.2.1, equivale a que x" esta alineado con
x,y con x, (y, por tanto, en la recta que determinan), lo que pone fin a esta
demostracion.

[ |
Como comentdbamos, haciendo uso de este lema, la siguiente pro-
posicion pone de manifiesto que M (P,Q) no tiene puntos aislados:

Proposicién 4.3.2. Sean Py Q dos puntos distintos de (R*,||-|[), w, y w,, dos
escalares positivos, y sea x” € R’ tal que

wyllx" = Pll=w, lx" - 0Oll
Entonces, para cualquier § < 0, existe ¥ #x" tal que X € B(x",8) y
ademas

Wy [ X=Pll=wy- | =0l

Demostracion:

Suporvlvgamos, sin pérdida de generalidad, que w, < Wy denotemos por
w=—2 >1,y consideremos la funcion

Wp
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gx)=lx=Pll-w-[|x=QI

que es continua por ser|| -|| una funcién continua.

Asi, habremos terminado si, fijado cualquier < 0, comprobamos la
existencia de algun punto % # x” tal que ¥ € B(x",8) y ademas g(¥)=0.

Sea §" <min{d,|| x" — O]} y consideremos los puntos

5" o 5" .
—l1- X O=x -2  (_
" [ le*—QII]x+IIx*—QII T TR

o o 6"
=1 X 2 (=
X, [ J X O=x +||x*—Q|| x'=-0)

+ _ -— :
1O—x"l Ix" =0l

Tanto x, como x, estan en B(x",9)
puesto que se cumple que

lx,—x"||=6"<d
lx,-—x"|=6"<d
Como si g(x;) = 0 6 g(x,) = 0

habriamos terminado, supongamos
que g(x,) # 0 y que g(x,) # 0.

Puesto que

I x"=Pll=llx"—x +x - PI<|lx"—x [+ ]|x, = P&+l x, - P|

podemos afirmar que || x, — P||2]| x" = P || -8°

Ademas, por otra parte, también se verifica que

%

d
— =l 1= — | (x* = =
Ix - Q=i 1= | - O

RN : : A
=|l-——— | Ix = Ql=llx - Q-8
lx =Qll
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Por tanto, se cumple que
gx) 2| x =P|-6" —w||[x = Ol +w-8"=8"(w-1)=0
y, como hemos supuesto que g(x,) # 0, se tiene que cumplir que g(x,) > 0.

Razonando andlogamente sobre x, podemos afirmar que

%, = PIEI X, = %" +x = Plisllx, = x 4115 = PS8 +]| ¥ = P

5

2, = Q= 1+ ——— |
’ lx = Ol

(' -Ol=

8*
I+ ———
lx -0l

con lo que, también se cumple que

A =Ql=lx" =011+

gx)SIx =P|+8" —w-||x = QOll-w-8"=8"(1-w)<0

y, como hemos supuesto que g(x,) # 0, se tiene que cumplir que g(x,) < 0

Por ultimo, consideremos cualquier recta R que, pasando por x°, no
sea la determinada por x,, x" y x,. Por el lema 4.3.1, podemos afirmar la exis-
tencia de algun punto x, # x" tal que x;e (R B(x",8")) que, por construccion,
no estara en la recta que determinan x,, x™ y x,.

Si g(x;) = 0, hemos terminado.
~ Si g(x;) < 0, la continuidad de g nos permite afirmar la existencia de
A €[0,1] tal que X =A-x, +(1-1)-x, cumple que X # x" y ¥ € B(x",§") puesto

que B(x",8") es un conjunto convexo al que pertenecen x; y x,.

Del mismo modo, si g(x;) > 0, existira Ae [0,1] de tal forma que el
punto ¥=A-x,+(1-A)-x, cumple que ¥#x" y FeB(x',5") puesto que
B(x",86")es un conjunto convexo al que pertenecen x, y x;. .

Tras haber puesto de manifiesto algunas de las propiedades topolégi-
cas de los conjuntos M (P,Q), observemos también algunas propiedades geo-
métricas, teniendo en cuenta la construccién que se detalla a continuacién:

sea (R%,lI1)) un espacio vectorial normado sobre R” y sean Py Q dos
puntos distintos de R* a los que tenemos asociados dos magnitudes escalares
positivas w, y w,,, respectivamente. Denotaremos por
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1
C,=C| P.— |={xeR’ tlesque w, | x— P=1]

Wp

1
C =C|0— ={xe]R2 tales que w,-[| x— O || = 1}
w
0
Para todo punto x # P, llamaremos “punto base de x respecto a

P" al dnico punto x, del rayo Px que pertenece al conjunto C,; es decir, al
punto x,=A-x+(1-A)-P con A>0 tal que w,|x—P|=1. El valor A

correspondiente, obtenido de resolver la ecuacion w,-A-|x—Pll=1 es

=———— conloque
wlx= P

1 1
- P
W[ x =P

X,=———x+
w,ellx =Pl

de donde, siendo || - ||, la norma euclidea, se cumple que

lx =PIl
Ix,—Pll,=—2
Wy [l x =Pl
o equivalentemente
| x— Pl
WP‘||X—P||:—Pf
lx, =PI,

Anélogamente, para todo punto x # Q, llamaremos “punto base de

x respecto a Q" al Unico punto x,, del rayo Ox que pertenece al conjunto Gy
que, razonando de la misma forma, resulta ser

1
wy =0l

0

Xp=———————Xx+
wy llx =0l
verificindose también que

Ilx -0l

0
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Puesto que anteriormente hemos determinado qué puntos de la recta
que une Py Q son de la mediatriz, el siguiente lema nos permite determinar, a
través de un procedimiento geométrico, los restantes puntos de la mediatriz.

Lema 4.3.2. Para todo x € M(P,Q), la recta que pasa por los puntos base x, y
X, es paralela a la recta que pasa por Py por Q. Inversamente, si hay dos pun-
tos Uy Ven C,y C, respectivamente, tales que la recta que pasa por ellos es
paralela y distinta a la que pasa por Py por Q y ademds los rayos PU y OV se
cortan, entonces la interseccion es un punto de la mediatriz.

Demostracion:

Considerar?do los triéngulos de vértices PxQ y x,xx,,, los lados PQ'y XpX, SON
paralelos si y sélo si

Ix—=2l, _lIx=2l,
lx, =PI, IIx,-Ql,

lo que, en virtud del comentario anterior, equivale a que x € M(P,Q) puesto
que wy- || x=Pll=w, [[x=0Ofl.
|

Asi, si consideramos un punto U en C,, podemos preguntarnos qué
puntos de la mediatriz lo tienen como punto base respecto a P. Por supuesto,
seran puntos del rayo PU y, por el lema anterior, cumplirdn que su correspon-
diente punto base respecto a O, ademds de estar en C,,, debe pertenecer a la
recta que pasa por Uy es paralela a la que pasa por Py por Q.

En general, esta interseccién sélo puede ser vacia, o ser Unicamente
uno o dos puntos, o ser un segmento o una semirrecta (ver figura 4.2 con ejem-
plos de cada uno de los casos).

Sin embargo, podemos ser mas especificos cuando se verifica que
Wp >W,, COMO se pone de manifiesto en el siguiente lema:

Lema 4.3.3. Si w, >w,, , entonces cualquier rayo que parta de P corta a la

o - , w, I P=0l
mediatriz en un tnico punto. Ademds, M(P,Q)c B| P,———— |.

WP_WQ

Demostracion:

Sea x un punto cualquiera de R’ y consideremos la siguiente funcion

g = wy I (P+A-(x=P)=Qll-w, I (P+A-(x=P))-Pl=
= Wyl +A-(x=P)=Oll-L-w, | x— Pl

g:R" >R,
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Figura 4.2.
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El punto P+ A - (x — P) estara en M(P,Q) siy sélo si g(L)=0.

g(u-A +(1-p)-A)=
=wy [(P+ (A +(T=p)-A) (x=P)= Ol =(u-A + (A=) X)) w, [l x= Pli=
=y I P= 04 (2 + (1= )& (x = PY =2y + (1= )& w2 = Pl
=wy - (P=Q+4 - (x=P)+(1-p) (P=Q+A,-(x=P) |l
WA wyllx = Pll=(1=p)-A, - w, [ x - PlI<
Wyl (P= Q44 - (x=P) [ 4+w, [ (1= ) (P=Q+4, - (x = P)) |
—Ml-wp-nx—Pn—(l—u)‘?»z-wp-||x—P||—
=p-gh)+(1-p) g,)

Esa funcion es convexa, ya que, para todo [ €[0,1]y para todo A, A,
positivos se cumple que

g =w, I(P+L-(x=P)=Qll-A-w, [ x— P|<
<wy I P=Qll+w, A llx=Pll=A-w, | x = Pl|=
=wy | P= Q1 +(w, = w,) - Al x = P|

Ademés, por una parte se cumple que g(0) = w,- || P— Q|| es positivo,
y por otra parte, en virtud de la propiedad triangular de la norma, se cumple que

lo que implica que Jim g(A) = —eo puesto que w, —w, <0
A—oo

Como una funcion convexa g(A) que tienda a — cuando A tiende a
oo tiene que ser estrictamente decreciente, podemos garantizar la veracidad de
la primera parte del resultado propuesto.

Wy Il P= Q11 +(w, = w,)- 2o [l x = P|= 0

Ademas, de la desigualdad anterior obtenida como consecuencia de
la propiedad triangular de la norma y, puesto que la tnica solucién de

W-IIP—QII

se alcanza para A = i . podemos deducir que si g(A)=0 se
x—
PW ||93 ol
"(w,—w,) lx= P

cumple que A G[ :l Asi, el punto de la mediatriz que per-

tenece al rayo Px, y por tanto es de la forma P+ A(x — P), verifica que
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w | P=0Oll
|P+AMx—P)—P|l=A||x- P Lt——
WP—WQ

con lo que queda probada su pertenencia a la citada bola.

Ademas, el siguiente lema prueba que la mediatriz es un conjunto
acotado sélo cuando los pesos asociados son distintos:

Lema 4.3.4. Sea (R*,|| - ||) un espacio normado y Py Q dos puntos distintos de
R®. Entonces, el conjunto

M(P,0)={xeR? wles que || x— P||=[ x— O]

es un conjunto no acotado.

Demostracion:
P—-

Probaremos el citado resultado comprobando que, para todo k = @
y siendo

C(P.k)={x € R? tales que || x — P||= k|

C(0.k)={x e R’ tales que || x— O || = k}
se cumple que C(P,k)N C(Q.k) # @.

- P
Para k = @ se cumple, puesto que x = ;Q e C(P,k)mn C(Q,k)

IP-Ql

Por tanto, tomemos & > T y consideremos los puntos

xlz[l— k j-P+ k :
IP=0Oll I P=-Ql

x2=(1+ i j-P— L)
I P-0l I P-Oll

__k
IrP-0l
- |lx,— Oll< k puesto que

0

I P=0Oll=k

- X, =Pl

—-si k<||P- Q] se cumple que
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||x1—QII=[1— j-IIP—QI|=|IP—QII—k<k

I P=0Oll

IP-Ql

puesto que estamos suponiendo que k > B

—sik>|| P—Q]|| se cumple que

k
—Oll=| —— -1 IP-Qll=k-|| P- k
X, = QI (llP—Qu jll ol I P-Qll<

- lx,=Pl=k

k
IIxZ—QII=[1+m]-IIP—QII=IIP—QII+k>k

Asi, la funcién g : R*—— R definida como g(x) =llx = P||—|[x = Q||
es una funcién continua, puesto que las normas lo son y ademas se verifica que
g(x,) >0y que g(x,) >0

| (cos,sen®) |’ || (cosO,send) ||

parametrizacion de la circunferencia unidad correspondiente a una norma cual-
quiera, podemos construir una parametrizacién Y~ de la circunferencia de cen-
tro Py radio k como sigue:

0 0
Observando que 7(9)=[ cos sen ] es una

. cos(®+0,) sen(® +0,)
| (cos(® +6,),sen(® +6 ) | |l (cos(® +8,),sen(® +6)) ||
-P -P -P
siendo 0, = arcig il , con lo que cos6, = il y sen6, = k-2
xll_l)l ”'xl_Pllz ”xl_P”Z

habiendo denotado al punto P = (P,, P,), al punto x = (x,;,x,,) y por ||-|l, a
la norma euclidea.

Teniendo en cuenta que

Y (0)=P+k ( cos6,) sen(®,) ] _

Il (cos(®,).sen(®)) II'll (cos(®,),sen(®,)) I



CAPITULO IV: Un modelo integrador para problemas de localizacion de un centro no
deseado

x, —P x,— P,

11 1 2

lx, =Pl Ix=Pl, |_, k

=P+ , =P+——(x,-P)=x
lx, =PI llx - Pl lx, — Pl
lx, =PI, llx =PI,
V()= P+k- —cos(®,) ’ —sen(®,) _
1(cos(®, ).sen(®,)) Il (cos(®, ).sen®, )
I P; X~ P;
-P -P
cp [Pl WP |k
lx, =Pl llx—Pl lx, — Pl

X, =Pll, lIx—=P~l,

:2-P—Hl——k j-P+—k -Q}
I P-0ll IP-0l

k k
=1 .p— 0=
(+IIP—QIIJ T

podemos afirmar que la funcién #: R—— R definida como

h®)=g(v"©®))=k-1l7"©®)- 0l
es una funcién continua, tal que

h(0)=k=11y ()= Qll=k=1Ix, - Q>0

h(m)=k=Ily" (m)—-Qll=k=1llx,-OlI<0

Como también se cumple que, para todo 6 €R se verifica que
v'(0) € C(P,k), podemos garantizar la existencia de algin valor 6" € (0,7) de

tal forma que Y*(0") € C(P,k) N C(Q,k), lo que prueba el enunciado propuesto.

En principio, dados dos puntos de cualquier espacio normado defini-
do sobre R?, y cada uno de ellos asociado a un escalar positivo, podriamos
encontrarnos con puntos de la mediatriz ponderada correspondiente en todo el
plano. Nuestro siguiente objetivo se centra en eliminar aquellas regiones en las
que podamos asegurar que no hay puntos de la correspondiente mediatriz. Para

ello, llamaremos:

- cara posterior de P, al conjunto

117 «
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_ 2 . , .
CP,={ xeR" para los que existe un tnico A, >0

1
talquellxp+7»0-(Q—P)—P||:W— }

P

- cara anterior de P, al conjunto C4, = (CPP]C

- cara posterior de Q, al conjunto

CPQ ={ xeR? para los que existe un tnico u,>0

1

talquelle+H0‘(P—Q)—Q||:W_ ¥
o

- cara anterior de Q, al conjunto C4, = [CPQ]C

El siguiente resultado nos permite discriminar algunas regiones del
plano en la busqueda de puntos de una mediatriz dada:

Teorema 4.3.1. CP, N M(P,Q)# @ & w, > w,

Demostracion:

(=) Seax'=—2r _.p._¢ 9

Este elemento estd en M (P,Q) puesto que

Yo Yo
Ix =Pll=|——(P-0)|=——IP-0OIl
WP_WQ WP—WQ

Ix =Ol=||——-(P=Q)|=—— 1 P-QIl
WP—WQ WP—WQ

Ademds, x" € CP, puesto que

1 . 1

X,=————x + l-——
wllx =Pl wllx =Pl
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_ WP_WQ . WP_WQ

w, W, | P=0O w, Wy | P= 0l

1 1 W, =W,
= .P- .0+ P- P=
wy I P=0l w, | P=Oll w, W, I P=0O
1
= (P-0Q)+P
w, | P=Ql

y el siguiente conjunto tiene un Unico elemento

1
7\,>O, m(P—Q)‘i‘P‘F}\,(Q—P)—P —W—P
puesto que
;-(P—Q)+P+7\.-(Q—P)—P =
w, | P=O|l
—L _alir-ol
w, | P= Ol

y los Unicos valores de A para los que la expresion ante-

1 2
rior coindice con — sonA=0y A= ——F——.
Wy w | P=Ql
(=) Supongamos que existe un elemento x € CP, N M(P,Q). Entonces se

cumplird que:

- wellx=Pl=w, llx=0I

1
- existe un Gnico A >0 tal que || x, +A - (Q— P)— Pl=—

Wp

Consideremos la recta R = {x[, +A-(Q—P)conhe ]R} y nétese que

Wp

RA C[P,lJ ={x,.x,+1,-(0- P)}
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El elemento z=x, +m~(Q— P) e R cumple que
lz=Pl=|x, - P+ —————(0-P)| =
g w, |l x— Pl
— L e-pmr— _0-p)
— . x_ . —_— =
w, |l x— Pl w, || x— Pl
1 1
= X0l —
W, llx =P W,

1
lo que implica que w,> w,, puesto que se cumple que [z = P[> —
»

ya que C(P,LJ se corta con en dos Unicos puntos.
w

P

|
Corolario 4.3.1. Como consecuencia de este teorema, podemos afirmar que

- M(P,Q)c CA, N CAy & w,=w,
- M(P,0)"(CP,NCP,)=0
- CP,c C4,y CP,c C4,

Por dltimo, pondremos de manifiesto que, en el caso en el que los
escalares positivos w, > W, sean distintos, la mediatriz es homeomorfa a una
circunferencia alrededor del punto cuyo peso sea mayor.

Teorema 4.3.2. Si w,> w,, entonces M(P,Q) y C, son homeomorfos.
Demostracion:

En estas condiciones, la aplicacién continua

g: M(P,QO) — C

P

1 1
X - gx)s=————x+|l-————|-P
w,llx— Pl wyllx— Pl

es inyectiva ya que, como x pertenece al rayo Pg(x) e y pertenece al rayo Pg(y),
si g(x) = g(»), entonces x e y estan en el mismo rayo lo que, en virtud de la uni-
cidad probada en el lema 4.3.3, nos permite asegurar que x = y.
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De la misma forma, g también es sobreyectiva ya que, si elegimos un
elemento z € C,, el lema 4.3.3 también nos permite garantizar la existencia de
un punto z" € M(P,Q) (que ademds es Unico) tal que g(z") =z.

Asi, puesto que M (P,Q) es un compacto ya que es un cerrado y aco-
tado de R?, podemos asegurar la veracidad del enunciado propuesto. m

Noétese que dados dos puntos distintos Py O de R* a los que estan
asociados respectivamente dos escalares positivos distintos w;, y w,, cumplien-
do que w,> w,, y siendo ||| una norma cualquiera en R?, aunque es cierto que
el conjunto

2
N(P,0)={x € R” tales que w,- | x= PI< w, [l x = O1I}
es homeomorfo a un circulo, no es cierto, en general, que dicho conjunto sea
convexo, como se pone de manifiesto con el siguiente ejemplo:
EJEMPLO 8
Considerando la || -||, en R?, y los puntos P = (0,0), O = (1,2), asociados a los

valores w, = 5y w, = 3, respectivamente, se tiene que el punto x = (0,1)

Wy llx=Pl|=5-1=556=3-2=w, | x- 0O
cumple que

el punto y = [%,OJ cumple que

3 15 15 5
wolly—Pl=5>=—=<==3.Z=w .|y-0l\
ly=Pl=52=22=3 2= w, lly-0|

1 1
pero el punto z = E-x+5~y cumple que

5 25 21 7
wollz=Pll=5--=—>—=3-—=w -||z—
Pl I=5-2=7>7 5= wollz=2l _

Podriamos afirmar que dicho conjunto es convexo si exigimos que la
norma provenga de un producto escalar; es decir, que verifique que, para todo
par de vectores u y v, se cumpla que

2 2 2 2
e+ v +lu=viP=2- (]l +1v 1)
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puesto que, en tal caso, si x e y son dos puntos distintos de N(P,Q), tomando
como u, = P —xy como v, =y —x, se cumple que

o+ v, I+l y= PIP=2-(Ilx= PIP + ]l y=x I

Si la norma proviene de un producto escalar < -,- >, también se cum-
ple que

N, +v, IP=<u +v,u +v, >=u I+ v, I +2-<u,v, >=
=l x=PIP+lly—xIF +2-<u,v, >
con lo que podemos afirmar que
2<u,v, >=|x=PIF+lly=xI =lly-PIP

Por otra parte, siendo o €[0,1], considerando z=(1-0o)-x+0a -y y
tomando como u, = P —x y como v, = y — x, se cumple que

iy +v, [P+l z= PIP=2- (I x= PP +a | y - x|

y también se cumple que
N, +v, IP=<u, +v,,u, +v, >=|lu, |’ +lv, I’ +2- <u,,v, >=
=|x=PIF+llz=xI +2~<u1,0L-(y—x)>=||x—P||2 +lz=x]|? +200 <uy,v, >

con lo que podemos afirmar que
2 2 2 2
200 <u,v, >=|lx= Pl +o- [l y—x|" =l z= Pl

Finalmente, utilizando lo anterior, podemos sustituir <u,,v,> obteniendo que

lz=PIP=(1-0)llx=Pl*~a(l-a)|y=-x| +o|ly=PI

Asi, teniendo en cuenta que w,> Wo> 0, y que tanto x como y estan
en N(P,Q), podemos afirmar la veracidad de la siguiente cadena de desigualdades
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w2l (=) x+o y) = PlP=
=(1=0) Wi llx = PlEa(l=0) wh || y—xIF +o wil| y= PIP<
<o) W)l x= QI ol —a) wi- | y=xIF +ou - wi- | y = Q[P =

=Wl (1-a) x+ay) - QI

con lo que z € N(P,Q), probando asi la convexidad del citado conjunto.
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Particularizacion para normas estrictamente convexas

A la vista de los resultados presentados en el capitulo anterior, si la region S es
una poligonal, siempre podemos encontrar alguna solucién 6ptima para una
amplia familia de problemas de localizacién de un centro no deseado dentro del
conjunto V' U I U E. Sin embargo, puede haber algunos problemas de localiza-
cién, que se pueden plantear en términos de nuestro modelo, para los que, ade-
mas de las soluciones dentro de nuestro conjunto, haya otras fuera de él, como
se puede observar en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 9

Consideremos la norma || -|I;, que el conjunto S sea la poligonal convexa deter-
minada por los puntos (—12, 0), (0, -12), (12, 0) y (0, 12) y las coordenadas de
las poblaciones a, = (-4, 0), a,= (2, 6), a;= (6, -2) y a,= (0, —12), todas ellas
con el mismo peso. El maximo valor que puede tomar la funcién

g)=minf{[lx—a, Ix—a, Il x—al.lx-q,l}

4
es 8 puesto que S c UB(a[,8) y ademads, el punto P= (10, 2) cumple que
i=1
g (P) = 8 puesto que
| P—a =18 | P—a,l=12
I P=a,l=8 | P—a,l=24

Por tanto, como las soluciones 6ptimas del problema “maximin” son todos los
puntos del conjunto (ver figura en el ejemplo 17 dentro de la seccion 6.2)

[(0’ 1 2)’ (_1 29 0)] o [(_ 1 2’ 0)’ (_4’ _8)] o [(_4’ _8)’ (07 _4)] o
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v [(09 _4)7 (47 _8)] o [(87 4)7 (1 25 0)]

podemos afirmar que el conjunto ¥ U I U E no contiene a todas las soluciones
de este problema, ya que, por ejemplo, el punto P= (10, 2), que no es ningln
vértice de S, es solucién 6ptima del problema “maximin” y, aunque esté en la
Fr(S), no pertenece a ninguna mediatriz. Sin embargo, siempre podemos
encontraren VU I U E (o incluso en VU T U (E N X)) algin punto que tam-
bién es solucion para este problema, como por ejemplo, el punto (12, 0).

Para poder afirmar que, cuando la regién S es una poligonal, el con-
junto VW I U E contiene a todas las soluciones de nuestro problema de locali-
zacién, presentaremos, en las paginas siguientes, un razonamiento que, aunque
no es aplicable a cualquier norma, si lo podemos utilizar en una amplia familia de
ellas, dentro de las cuales estan las empleadas en las aplicaciones méas comunes.

5.1. Normas estrictamente convexas

El razonamiento que utilizaremos se basa en una caracterizacién de la propiedad
geométrica de estar tres puntos alineados, a través de una igualdad aritmética
formulada en términos de la norma. Observemos, en primer lugar que si tres
puntos P,, P,y P; estan alineados, entonces se cumple que

B =B I+ E =B II=IE = F
siendo T la permutacién en el conjunto {1, 2, 3} tal que
By =B ISNE =B ISIE = F )l

puesto que si los puntos estan alineados, sabemos que existe A € R tal que
P =P +A-(P,—F),y por tanto se tiene que

I2=Pl=1=AI-IE=PI y IB=FlI=IAl-IF-F

y como, por otra parte, se cumple que

I-A si A<O0
max{LIALIT=A = { 1 si 0<A<I
A osi A>1

es evidente que, en cualquiera de estos tres casos, se cumple la igualdad enun-
ciada, ya que
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-siA <0, entonces - A =1+ ||
-si0<A <1, entoncesl=|A|+|1-A|
-siA>1 entoncesA=1+|1-A|

Sin embargo, en general, si se cumple esa igualdad en términos de la
norma no es posible garantizar que los tres puntos estén alineados, ya que si uti-
lizamos la norma || - ||, y tomamos los puntos P, = (0, 0), P,= (1, 0) y P,= (0, 1),
se cumple que

2=[R=-Pl=IIF-P I+l F-Fll=1+1
y los tres puntos no estén alineados.

A la vista de este comentario, se nos plantea el siguiente interrogan-
te: ¢en qué casos (y sélo en ellos) es posible utilizar la igualdad anterior para
caracterizar que tres puntos estén alineados?

Para poder encontrar una respuesta, observemos el siguiente resultado:
Teorema 5.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El conjunto C(0, 1) = {x e R? tales que || x ||= 1} no contiene seg-
mentos (no degenerados).

2. Los conjuntos C(P, k) = {x € R” tales que || x — P ||= k} no contie-
nen segmentos (no degenerados) para todo P € R* y para todo k>0

3. Siuna terna P,, P, y P, de puntos de R* cumplen que

Pl

[ Pr OERETE)

B lI+1P =Il P

- @ Em I

siendo T la permutacién en el conjunto {1, 2, 3} tal que

£~ F

t(2)

1<) Py, ~ P

T(3)

I<IE,—Fql

IR T6)

entonces, podemos deducir que los puntos P, P, y P, estdn
alineados.

Demostracion:

-(1.=2)
Supongamos que existen tres puntos alineados P,, P, y P; tales que
| 2= Pll=|l B,— Pll=Il ,— Pl||= k. Puesto que, en tal caso, exis-

teA eR tal que P.= P +A-(P,— P) , estariamos contradiciendo
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nuestra hipétesis de partida, ya que los puntos
- 1

1 1 1
Q=2B-P, &="(5-P) , O=-(F-P)

estarian en C(0, 1) y alineados pues

(P+)h-(R=B)=P)=

| =

1
0,= 7 (R~P)=

= (B=P4L (B P)~(R-P)) =

xﬁ—m+x{%4g—m—%xa—Pﬂ=g+xwg—g)

| =

-2.=1)
Basta tomar P= (0, 0) y k= 1.

-(2.=3)
Sean P,, P,y P; tres puntos no alineados tales que

I B=FBl=lF-EIl+I£-Al

7

2

ysea Q=
IZ-P1 ' IR-AI
Entonces se cumple que || 0= P, I=I B =B, |l, 10— B lI=I B~ Pl y

ese punto O estd en el segmento FP, puesto que
I =PISIR=PIIE-PISIB-Plly

Rl , IR-RI ,

3

IE-AI+IA-FI_,
I =P~

Ademas, para todo A €[0,1], el punto R=A-O+(1—-1)- P, cumple
que:
- 1O-FlI+I1O-PI<IR=PF I+l R =B, en virtud de la
proposicion 3.3.1, puesto que

P-P P-P
K.M.RHVM.@JFU_M.%
I £ =Pl I 72— Pl
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S AN
IB-BI

1A= 190 =1
| A — P

3

- 19-FR I+ Q- FI<IR—-F I+ R - P ||, de nuevo en virtud
de la proposicién 3.3.1

Por tanto, observando estas dos desigualdades, podemos afirmar
que

IR=Pl+IIR=PFI=II £ - Pl
Por otro lado, se tiene que

IR=FISA-IQ-FRlI+(1-2)-IR-Pl=IF-Fl
IR=PI<A-I1Q-PlI+(1-2)-I1B,—Fl=IP-Fl

Sin embargo, si alguna de las desigualdades fuese estricta, sumando
ambas obtendriamos que

IR=FI+IIR=PI<IB=F I+ P -Fl=lIF-Fl
en contradiccion con lo anteriormente probado.

Asi, | R=FlI=Il =P lly I R=FlI=Il £, P, I, con lo que tanto
C(P,| P— P, |)) como C(P,|| P,— P,||) contendrian a todo el seg-

mento PO, que, de nuevo, nos conduce a una contradiccion.

-(3.=>2)

Supongamos que existe P e R* y existe k> 0 tales que C= (P, k)
contiene algiin segmento no degenerado y llamaremos Qy Q" a sus
vértices.

En particular, se tiene que || P—Q|l=Il P—O’|l= k. Entonces, los
puntos P, Oy Q' no estan alineados, ya que:

- si existiera o, €[0,1]tal que P=0o.- QO+ (1-)- Q’, se tendria que
PeQQ c C(P,k), conloque0=||P-P|=k, lo que estd en
contradiccion con nuestras hipotesis.

- si existiera § €[0,1] tal que O =B - P+(1-P)-Q’, se tendria que
I P-—0ll=(1=B)Il P-Q’ll. Como, por otra parte, se cumple

quell P=O’|I=Il P—Q’|l, entonces B = 0y, por tanto, O = Q" lo
que estd en contradicciéon con nuestras hipotesis.
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— si existiera y €[0,1] tal que O"=vy - P+(1-7v)- O, se tendria que
| P-=Q ll=(1-Y) Il P—QIl. Como, por otra parte, se cumple

quell P=QIl=I P=Q"Il, entonces y = 0y, por tanto, 0 = Q" lo
que estd en contradicciéon con nuestras hipétesis.

Consideremos, entonces, el punto R = Q+(Q" — P) que cumple, que

- no est4 alineado con Py con Q, pues si existiera A € R” tal que
R=P+MQ-P), entonces se tendria que verificar que
O0+(Q'-P)=P+MQ-P), con lo que O'=P+(AL-1)-(0-P),
en contradiccién con lo que acabamos de probar anteriormente, y

- siendo || -], la norma euclidea, || O - R|,=ll P- 0" Il,

y denotaremos por R’ =[0,0'1N[P,R];
en particular, dicho punto R"€[P,R],
con lo que, por una parte, existe
ne(0,1)talque R"=P+u-(R-P)y,
por otra, siendo |-|l, la norma
euclidea, se cumple, tanto que
| P=RI=IP-R I+ R-R"|l, como
que |l P= R, =l P=R|l, +IR=R"||,

Por tanto,
- se tiene que
| P-R = P-RIl=p-(IP-R |+ R— R
de donde obtenemos que (1-W)- | P— R ||[=W-[|R—R'|l y, en
consecuencia,
no_IP-R]
I-u |IR-R||

-y, ademds, se cumple que

| P=R|L,=pNl P=RIL,=w-(| P=R|l, +I| R=R"|l,)

obteniendo que (1-p)- | P=R'|,=w-[R-R’|l, lo que nos
conduce a que

po_IP-RI,
I-u IR-R,

de donde podemos concluir, utilizando el teorema de Thales, que
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| P=RI_IP=RI, _IP=Q, _,
IR-RI IR-K, [Q-RI,

y, por tanto, se obtiene que | R—R’||=|| P— R’||=k puesto
que el punto R" €[Q,0"] < C(P,k)

En conclusion, puesto que | P= R|I=[| P=R'|[+|| R = R||=k+k =2k
la terna formada por los puntos no alineados P, Q' y R cumple que

I P=QIl+IQ=Rl=k+k=2k=[ P-R]
y ademas
IP=Ol<lI@-RI<lI PRIl
lo que contradiria la hipétesis inicial.
Asi, podemos establecer la siguiente definicién:

Definicién 4. Una norma sobre R* que cumpla cualquiera de las condiciones
enunciadas en el teorema 5.1.71 diremos que es estrictamente convexa.

Para el estudio del comportamiento de la funcién objetivo construi-
da a partir de cualquier norma estrictamente convexa, utilizaremos la siguien-
te propiedad:

Proposicién 5.1.1. Si || - || es una norma estrictamente convexa sobre R* y para
x, ¥, P e R? existe o € (0,1) tal que

oo x+(A-0) y=Pll=a-||x=Pll+ (A=) |l y=Pll

entonces x, y y P estdn alineados.
Demostracion:

Puesto que si [[ot-x+(1-0)-y—Pll=0-[|x=Pl[+(1-a) |l y = Pl
entonces se cumple que

foo-x+(A-0a) y=Pllzo-[|x=Pll
loc-x+(1-00)- y= Pl (1-0) || y= Pl
y como la norma es estrictamente convexa, el teorema anterior nos permite afir-
mar que o - (x— P),(o. —1)-(y — P) y 0 estan alineados, ya que
o-x+(l-a)-y—-P=o-x+(1-a)-y—o-P-(1-0a0)-P=
=o-(x=P)+(1-0)-(y=P)=0-(x=P)=(a=1)-(y=P)
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Asi, podemos garantizar la existencia de A € R tal que

O=a-(x—P)+A-(a—-1)(y—P)—0o-(x—P)
O=a(l-A)-(x—=P)+(a—DA-(y—P)
O=o(1-A)-x+(a—-DA-y—(at—A)-P

Siow =2, entonces 0 =o(1—0) y esta igualdad solo se verificasioo =0, . =10
x =y y cualquiera de estas tres posibilidades estd en contradiccién con nuestras
hipotesis. Por tanto, 0. # A y podemos afirmar que

:(x(l—k)'XJr(oc—l)?L. _x+((x—1)7L

P =
o—-A o—-A Y o—-A

(y—x)

y, en consecuencia, x, y y P estan alineados.

5.2. Funcién objetivo para normas estrictamente convexas

Veamos ahora cémo, si restringimos el conjunto de normas utilizables a las
estrictamente convexas, podemos garantizar que toda solucién de cualquiera de
nuestros problemas de localizacién, cuando nos restringimos a una regién poli-
gonal, pertenece al conjunto VU I U E descrito anteriormente. La propiedad
fundamental que nos permitird garantizar la veracidad de tal afirmacién para la
funcién objetivo construida a partir de cualquiera de estas normas, la podemos
enunciar a través de la siguiente proposicion:

Proposicion 5.2.1. Si || - || es una norma estrictamente convexa, entonces la fun-
cién objetivo f(x) es no constante en cualquier segmento de S que no esté ali-
neado con ningtin a,.

Demostracion:

Sea [a, b] un segmento de S no alineado con ninglin g, y sea ¢ la permutacién
del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

|l a-a, 1< wa(z)-ll a-a,, [£...< Weim) la—a

Wy som |l

Considerando el conjunto S_ formado por los puntos de R* tales que

<. fw_, lx—a

Woy 1 =gy IS W)l x —ag o) |l o (m)

G (m) ”

tomemos A" = max{?» €(0,1] tales que A -b+(1-A)-ae S, } y denotemos por
b'=A"-b+(1=L")a
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En el caso en el que f(b") # f(a) habriamos terminado; por lo tanto,
supongamos que f(b") = f(a).

Como, por otra parte, la funcién objetivo no es trivial, sabemos que
existe algun j € {1, 2, ..., m} tal que k,> 0. Ademas, como q, by a; no estan
alineados, para todo o € (0,1) se cumple que

lo-a+(1-0)-b" ~a ll<o-lla=a |+ (1-a)|b ~a|
Entonces podemos afirmar que, para todo o € (0,1)

flo-a+(l-0)-b")= Zk W loa+(I-a)-b —a, lI<

m

<Pkow (alla—a, +A-a)]b —a, )=

i=1

=0 Zk Moy lla=ag ) I+ (1=0)- Zk oo 10" = g, 1=

=a- f(a)+(1-0)- f(b') = f(a)

con lo que, para cualquier o € (0,1), se tiene que f(o.-a+(1-a) -b")# f(a)

|

Puesto que esta propiedad es la que nos va a permitir garantizar, cuan-

do nos restringimos a una regién poligonal, la pertenencia de cualquier solucién

al conjunto VU I U E, presentaremos a continuacién dos ejemplos que nos per-

mitirdn poner de manifiesto que, para poder asegurar que ninguna funcién obje-
tivo no trivial es no constante en un segmento, es imprescindible exigir

- que la norma sea estrictamente convexa, y

- que el segmento no esté alineado con ningln a,.
EJEMPLO 10

Consideremos cuatro poblaciones, con pesos asociados iguales, situadas en los
puntos a,= (-1, 0), a,= (0, 1), a;= (1, 0) y a,= (0, -1)

Si quisiéramos maximizar la suma de las distancias a las dos poblacio-
nes mas afectadas (es decir, k, = k,= 1, k;= k,= 0), entonces la funcién

S =2 k()= ag, |
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siendo || - || la norma || - ||, y © la permutacién en el conjunto {1, 2, 3, 4} tal que

[Lllx—a I<||x—a I<llx—a

lx—a o

G (1) | 6(3) l G(4) ”

es constante en el cuadrado de vértices (-1, —1), (-1, 1), (1, 1) y (1, —1).

Para justificar esta afirmacién, observemos que todo elemento
(x, ») e R?, cumple que la distancia a cada uno de los puntos g, es

G, =all = 10,y)=CLO) I = [x+1]+]y]
1) =a, Il = 10G,»)-ODI = [x[+]y-1]
Iey)=all = 1G)-0LOI = [x=1]+]y]
) =all = I1(x6»)=O-=-DIl = |x|+|y+1]

y consideremos la siguiente particion del conjunto C:

C, = {(x,y)eR’talesque 0<x<L0<y<I}

¢, = {(x,y)eR* talesque 0 S x < ;- 1< y <0}
C, = {(x,y)eR*talesque —1<x<0;,0< y <1}
C, = {(x,y)eR’talesque—1<x<0;—1< y<0}

- Si (%, y) e C,, entonces

Gy —all = lx+1l+lyl = x+y+l1
IGy)=—a,ll = Ix|+ly=1] = x—y+l
ICGey)=—all = [x=1[+[y] = —x+y+l
ICoy)—all = Ixl+|y+1] = x+y+1
y, puesto que en C, se cumple que

1) =gl < Iey)=—all = I(xy)=a,ll

Gy —all < I1Gy)=—all = 10sy)—a,ll

obtenemos que f(x,y)=Il(x,y)—a, |+l1(x,y)—a,lI=2
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- Si (x, y) € C,, entonces

I(xy)—all = |x+1+]y] = x—y+1
I1Guy)—a,ll = Ixl+]y—-1] = x-y+l
I(ey)—a,ll = |x=1+|y] = —x—y+l
I(xy)—a,ll = |x|+|y+1] = x+y+l1

y, puesto que en C, se cumple que

I(x,9)=a, |
(6, »)—a, |

Iy —all < I(xny)—all
1y =all < [1(x,p0)=al

obtenemos que f(x,y) =l (x,y)—a, I+l (x,y)—a, |I=2

- Si (x, y) € C;, entonces

I, —all = |x+1l+ly] = x+y+1
l»)—a,ll = |x|+]y-1] = —x-y+1
lCy)—all = [x=1l+]y| = —x+y+1
l(x,y)—all = [x|+|y+1] = —x+y+1

y, puesto que en C; se cumple que

IGey)=all = l1(xy)=all G, ) —a,ll
I, =a, I < 1(xey)—all = [I(xy)=a,ll

obtenemos que f(x,y) =l (x,»)—a, I+l (x,y) - a, |=2

- Si (x, y) € C,, entonces

”(X,y)—al” = |x+l|+|y| = x_y+l
l(,y)—a,ll = |x|+ly=1] = —x—y+1
Iluy)—all = [x=11+lyl = —x—y+l

Gy =a ll = [x|+[y+1] = —x+y+l]
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y, puesto que en C, se cumple que

IN

ICey)=—a,ll = I(xy)—all
Iey)—a,ll = 11Goy)—aqll

16, 0)=a |
(6, )=a, |

IA

obtenemos que f(x,y) =l (x,»)—a I+l (x,y)—a, lI=2
con lo que, en todo segmento no alineado con todos los a; y que esté conteni-
do en C, esa funcion objetivo es constante.

[ |
EJEMPLO 11

Consideremos, para la norma euclidea, tres poblaciones equiponderadas situa-

72 25

tivo asociada a las constantes k, = k,= 1y k,= 0; es decir, la funcién

das en los puntos g, = 73 _—IJ a, = [ﬁ _71] y a,=(0,1) y la funcion obje-

F@)=llx—a,, I +lx-a,, |

siendo © la permutacién del conjunto {1, 2, 3} tal que

lx—ag, <l x—a,, 1<l x—a, |

Para todos los puntos x de la forma( j conie { f \/71 que son los del
segmento [a,, a,], se tiene que

Ix—a,ll= x,_—lj— —\/—— ~ Mﬁ,o =x+\/—5
2 2 2 2 2
| x—a,l= [7»,_—1]— £ — = ,0} —ﬁ—k
2 ) 2
2
[ x— all—‘k— (0.1) ‘ } W42 Va9
4 2

%

Puesto que A e [Tf’ 1 se cumple que
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[x—al<llx=all yque [x-a,l<[x-al

y, por tanto, para cada punto del segmento [a,, a,], el valor de la funcién
objetivo es

BB g

=A+—+—-
J(x) 55 .

Utilizando esta proposicion y la que se obtiene como consecuencia
del siguiente lema, que extiende al lema 4.3.1, podremos afirmar que cualquier
solucién de cualquiera de los problemas de localizacién de nuestro interés, cuan-
do nos restringimos a una region poligonal, pertenece al conjunto VUl UE.

Lema 5.2.1. Sea (R, |- |) un espacio normado, x, un punto cualquiera de R?
y Ry R’ dos rectas distintas que pasan por x,. Entonces, para cualquier d >0,
existen x; € (RN B(x,,8)) y x, € (RN B(x,,8)), distintos de x, y situados en
cada uno de los semiplanos determinados por R'.

Demostracion:

Al igual que en la demostracion del lema 4.3.1, si consideramos 8" €(0,8) y
X, € R un punto cualquiera tal que x, # x,, podemos demostrar que tanto

X, =X .oX =

———L— como x, = x, -9
IIx, —x, |l

X

X, =x,+06" - 10
Il x, —x, |l

pertenecen a R M B(x,,8)

Por otra parte, si suponemos que la ecuacion general de la recta R’
es F(x)=a-x+b=0, se tiene que

% ® # ‘xl_'x()
F(x)=a-x+b=a-| x,+8 - ———— |+b=
Il x, —x, Il
)
=a-x0+b+—-(a~xl—a-x0)=—-(a~xl+b)
Il x, —x, |l Il x, —x, |l
es distinto de 0 puesto que x, ¢ R". Ademas
* * # xl_'x()
F(x))=a-x;+b=a-| x,-8" - ———— |+b=
[Ix, —x, |l
)
za-xo+b——-(a-x1—a-xojz—-(a-xl+b)
I, = x, |l I, = x, |l

también es distinto de 0 y de signo contrario al de F(x;), con lo que x; y x, per-

tenecen a cada uno de los semiplanos determinados por la recta R".
|
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A partir de este resultado, se obtiene la siguiente proposicién:

Proposicion 5.2.2. Sea || - || una norma estrictamente convexa, x, y x, dos pun-
tos distintos de R” y R la recta que determinan. Dado x, € [x,, x,] y dado 8 >0,
existen x, € B(x,,0) y x, € B(x,,0), distintos de x, y en cada uno de los semi-
planos determinados por R tales que

1

2

1

2

ey =x 1>l =x 00 oy = x, 1> 1lx, —x, I

26, =x >l =2 00 g =x, 1>l x, = x, I

Demostracion:

B =B(x,llx,—x ) y B,=B(x,llx,—x,I[) son dos convexos tales que
B/ N By =@ ya que, suponer que existe x € R” tal que

e =x lI<llg =x 1yl =x, 1<l =, |l

estd en contradiccién con la desigualdad triangular puesto que, en tal situacion
se tendria que

12, =2, =1, =g T+ 11X =, (1> 11X, = x 1+ 11 x = x, ]

Por tanto, el teorema de Hahn-Banach, nos permite afirmar que exis-
te una recta, que denotaremos por R’, que separaa B,y a B, y tal que x,€ R".
Asi, gracias al lema anterior, podemos afirmar que existen x; € (R"M B(x,,8)) y

x; € (R’ M B(x,,9)) situados en cada uno de los semiplanos determinados por R.

Entonces, [l x, —x, 1= x, — x, Il puesto que si x, € B/, no podria per-
tenecer a R’. Ademas, la igualdad no puede darse porque estaria en contradic-
cién con la convexidad estricta de la norma, puesto que, como para cualquier
ae[0,1] se tiene que o-x +(l-o)-x,€R, 'y por tanto,

oo x; +(1—at)- x, =X, 1=l x, — x, |I, si se diera la igualdad, también se tendria que
low-x; +(1—0) - x, —x <o [l x] —x, [[+(1=00) [l x, —x, 1=l x, — x, ||

lo que nos conduciria a que [x,,x; 1< C(x,,l x, = x, [))

Por tanto, podemos afirmar que || x,; — x, || >|| x, — x, ||, pudiendo obte-
ner el resto de las desigualdades sin mas que repetir el razonamiento descrito.

También queremos hacer notar aqui que exigir la condicién de la con-
vexidad estricta de la norma, es también imprescindible para poder obtener las
desigualdades estrictas enunciadas. En este sentido, el siguiente ejemplo nos
aclara la necesidad de tal exigencia:



CAPITULO V: Particularizacién para normas estrictamente convexas

EJEMPLO 12

Si consideramos la norma || -|| y los puntos x, = (-1, 1), x,= (1, 1) y x,= (0, 0),
para cualquier 8 € [0, 2] se tiene que si x* € B(x,,8) y ademés | X =x I>1x, = x|,

entonces || x" — x, [I<|l x, = x, ||
|

Los siguientes resultados, presentados en el mismo orden que en el
capitulo 4, nos permiten alcanzar nuestro propésito para este capitulo:

Teorema 5.2.1. Si ||-|| es una norma estrictamente convexa, S es una regién
poligonal, x, € Fr(S) es un éptimo de la funcidn objetivo y ¢ es la permutacion
del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Woy 1% = @y 1= w11 X <w X —a

0 0~ %2 I<..< o(m) I 0 o (m) I

entonces x, es un vértice de S o existe i € {1, 2, ..., m — 1} tal que

Woii)' Il x, = sy = Weis1)' Il x, = A5 (i+1) I

Demostracion:

Sea x,, € F'r(S) un 6ptimo de la funcién objetivo y supongamos que no es ni un
vértice ni estad en ninguna mediatriz. Puesto que G es la permutacién del con-
junto {1, 2, ..., m} tal que

<w

W)’ Il x, = asa) Il < Wo2)' I Xy = 459 I=.. o(m) I X0 = Qs m) I

0

y si alguna desigualdad no fuese estricta habriamos terminado, supongamos

Wsay' [ Xo = A5y < Wy’ [ X0 T 52y I<..< Woim)® I Xo = Qs m) I

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de
0 >0 tal que, B(x,,6) N Fr(S) es un segmento que denotaremos por [x, y]y,

ademas, para todo x € B(x,,8) se cumple que

wc(l)-llx—ac(l) [1< wo(z)-llx—ac(z) I£...< wc(m)-llx—ac(m) I
Asi, x ! x+1
(X =—x4—-
St %o 2 2 Y

Por otra parte, puesto que x, es 6ptimo de la funcién objetivo y ésta
es no trivial, podemos garantizar la existencia de j € {1, 2, ..., m} tal que x,> 0

141 «
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Si a, ;, no estuviera alineado con x y con y, entonces
R 1 1
"x() aG(j)"_ E'X'*'E'y_ac(j) <§'”x_a0(j)||+E'”y_a5(j)”

1 1
y por tanto f(x0)<5-f(x)+5-f(y) con lo que x, no seria un éptimo,

puesto que
- Sif (x) =/ (), entonces £ (x,) </ (x)
- Sif(¥) </ (), entonces £ (x,) </ ()
-Sif(¥) > £ (), entonces £ (x,) < £ (x)

En consecuencia, si k;> 0, entonces a_ , esta alineado con x y con y,
lo que, de nuevo, est4 en contradiccion con la hipétesis de ser x, un 6ptimo, ya

que si consideramos el conjunto

1= {i €{l,2,...,m} tales que k, > 0}

y construimos los conjuntos

4= {ac(l.) para los que existe A, > 0 tal que dyy =%+ A-(y- xo)}

iel

A4,= {ac(l,) para los que existe A, > 0 tal que a_ , =x, + A, (x — xo)}

iel
puede suceder que

- A,= O, entonces || x — a . I=1x=x, [+ x, = a 1>l x, =G, B

con lo que f'(x) > f(x,), puesto que x € B(x,,d) y, por tanto, tienen
asociada la misma permutacion.

-A4,=0, entonces || y—a_ 1=l y—x, I+l x, —a ., 1> x,—a,, .
con lo que f'(») > f(x,), puesto que y € B(x,,d) y, por tanto, tienen

asociada la misma permutacion.

- En otro caso, tomando como x, el punto de 4, mas alejado de x, y
como x, el punto de 4, més alejado de x,, en virtud de la proposi-
cion 5.2.2, podemos asegurar la existencia de x* e B(x,,8) que ade-

mas pertenece a S ( x" serd el punto x, 0 el punto x] de esa propo-
sicién) tal que

X" =x I>lx —x 0 llx =x, 1> 1x, = x, |l
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con lo que f(x*) > f(x,), puesto que

~llx"—all>|lx,—all para todo a € 4, ya que
Ix" —all+lla=x I1ZIx" = x [I>lx,—x I=x,—all+la—x|
=llx"=all>|lx,—al, para todo a € 4, ya que

* *
Ix —all+lla=x, I2llx" = x, I>]lx, = x, I=llx, —all+]la=x, |l

Teorema 5.2.2. Si ||-|| es una norma estrictamente convexa, S es una regién
poligonal, x,, es un punto interior de S que es dptimo de la funcién objetivo y
G es la permutacion del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Wﬁ(l)' ” xO - ao(l) ” < Wg(z)' ” X <w

0~ 950 I=£...< G(m)-llx

0o 5(m) [
entonces existe i € {1, 2, ..., m — 1} tal que
Woiiy' I Xo = A5 lI= Wsi+n) I X0 T s i1y [

Demostracion:

Sea S una region poligonal y x,, un punto interior de S que es 6ptimo de la fun-
cién objetivo. Entonces existe j € {1, 2, ..., m} tal que k; > 0. Puesto que G es
la permutacion del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Yoy’ I X0 T A5y < L I X0~ 52 I<...< Wo(m)® [ X0 = Qs m) I

y si alguna desigualdad no fuese estricta habriamos terminado, supongamos que

w

0(1). ” X

Il x I x,—a

”< Wc 0 G (m) ”

[<..<w
(e}

0~ %) @) X = 452 (m)’

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de 8 >0 tal

que, para todo x € B(x,,8) se cumple que

w_lx—a

£..<w
o

w IS W) llx—a o 1 ¥ =4

6 (2) G (m) ”

Sea [x, y] un segmento centrado en x, y de radio 8 tal que no esté alineado con
a Por tanto
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1 1
<Slle—ay, I+ lly=ay, |

1
5 TS Y T

y: en consecuencia, f(x,) < % - fx)+ % - f(y) con lo que x, no seria un 6ptimo,

puesto que
- Sif (x) =f (), entonces f (x,) <f (x)
- Sif(x) <f (), entonces f(x,) <1 (»)

- Sif (x) > f (), entonces f (x,) < f(x)
|

Teorema 5.2.3. Si ||-|| es una norma estrictamente convexa, S es una region
poligonal, x, es un punto interior de S que es un dptimo de la funcién objeti-
Vo y G es la permutacion del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

<w

0~ 950 I<... G(m)-llx —-a

[ s [BS W@ Il x 0~ “om I

Yoy’

entonces existen i, j€ {1,2, ...,m — 1} con i # j tales que

lx —a

WG(i). ” X 0 o (i+1) ”

T = Wsirn)'

Woin 1% = ag ) 1= Wy 16 = ag )

Demostracion:

Supongamos que S es una region poligonal cualquiera y que x, es un punto
interior de S que es 6ptimo de la funcién objetivo. Puesto que ¢ es la permuta-
cién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

<w X

Wcs(l)’”x 0~ % I<..< cs(m)'” 0 %sim [

0~ % [BS Wo2)' Il x

en virtud del teorema anterior, existe i € {1, 2, ..., m — 1} tal que
Woi)' Il x, = A5y = Wo(is1)' Il x, = A5 (i+1) I

Consideremos los siguientes conjuntos:

w Nx—a

-L={x €S|WG(,-)'||X—GG(1) ||= (1)

o

-T,={xes]



CAPITULO V: Particularizacién para normas estrictamente convexas 145 «

Wy [| x— s [=£...< Waiy [I X—dg,., < Wi [| x— a5 [

< Wit llx— A5 141 [BS Wsiir2)' llx— s (142 I<..< Woim)' llx— s (my I}

-T,={xeS]|
Woy' llx— 45 I<..s Woii-n) llx— s (io1) [ Woiirn)' llx— A (iv1y =
< Wi’ llx— sy [BS Wo(is2)' llx~ A5 (is2) I<...< o(m) llx— s (m) 11}
- T=TUT,
Puesto que si wﬁ(/.)~||x0 —a, ||= wﬁ(m)-llxo —dg || para algin

je{l,2,..,m—1} con i# j habriamos terminado, supongamos que, para
todoje {l,2,..,m—1} con i# j, se cumple que

Il x

lI< Ws 0~ 9sje |

Wopy 1% = ag) G+’

Por la continuidad de la norma, existe 8 > 0 tal que B(x,,

d)cT.

En virtud de la proposicién 4.3.2, podemos garantizar la existencia de
x € (LN B(x,,0)) con x # x,. Observemos que tanto x como x,, estan tanto en
T, comoen T,

1 1
Tomemos y =x, —(x—x,), con lo que x, :5-x+5-y. Este punto

estard en T, o en T,, pero, de cualquier forma, la permutaciéon que permite eva-
luar f'es la misma para x,, x e y: denotémosla por T.

Por otra parte, puesto que x, es 6ptimo de la funcién objetivo y ésta
es no trivial, existe / € {1, 2, ..., m} tal que k,> 0

Si a., no estuviera alineado con x y con y, entonces

1 1 1 1
X, —a,, lIF 5'X+5'y—ar(1> <5'||X_ar(1) ||+5”y_aul) I

1 1
y por tanto f(x0)<5-f(x)+5-f(y) con lo que x, no seria un &ptimo,

puesto que
- Sif(x) = £ (), entonces £ (x,) </ (x)
- Sif(x) < (), entonces £ (x,) </ ()
- Sif(x) > £ (), entonces f (x;) < f (x)
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De esta forma, si k/ > (), entonces ag; estd alineado con x y con y, lo
que de nuevo, estd en contradiccién con la hipétesis de ser x, un éptimo, ya
que, si consideramos el conjunto

J= {j €{1,2,...,m} tales que kj > 0}
y construimos los conjuntos
4= {at(j) para los que existe 7“,/ > 0 tal que a =X+ 7\,_/. (y- xo)}

jeJ

A4, = {aw) para los que existe 7\,_1. >0talquea,  , =x,+ 7\.‘/ (x— xo)}

@) je

Puede suceder que:

- A,=0, entonces || x— a. I=1x—x, I+l x, - a. 1> x, - a.; Il,

con lo que f'(x) > f'(x,), pues x € B(x,,0) y, por tanto, tienen aso-
ciada la misma permutacion.

- 4,=0, entonces | y—a 1=y =x, I+l x,—a ., I1>1x,—al

obteniendo que f'(y) > f (x,), puesto que y € B(x,,0) y, en conse-
cuencia, tienen asociada la misma permutacién.

- En otro caso, tomando como x, el punto de 4, mas alejado de x, y
como x, el punto de 4, més alejado de x,, en virtud de la proposi-
cién 5.2.2, podemos asegurar la existencia de x" e B(x,,0) tal que

" =x > lx, =x s lx =x, 1>l x, = x, |
con lo que f(x*) > f(x,), en virtud de la siguientes observaciones:

- lIx"—all>|lx,—al, paratodo a € 4, ya que

I —all+lla-x 1215 =x [>1% —x =% —all+la=x
- l|x"—all>|lx, - all. para todo a € 4, pues

x" —all+lla=x, 12l x" = x, >l x, = x, =]l x, —all+]la=x, |

|

Asi, de acuerdo con los resultados probados podemos afirmar que, si

la norma utilizada es estrictamente convexa, cualquier solucién del problema de
localizacién planteado, pertenece necesariamente al conjunto V' U I U E donde

- V es el conjunto de vértices de S
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- I es el conjunto de puntos x de la frontera de S tales que existe algu-
na pareja (a,, a;) de puntos distintos de {a,, a,, ..., a,,} verificando que

wellx=a l=wllx=a,|

- E es el conjunto de puntos x de S? tales que existen dos parejas dis-
tintas (a,, a,) y (a,, a,) de puntos distintos de {a,, a,, ..., a,} verifi-
cando que

wollx=a,I=w llx=a,l y wellx=a |=w-llx—a,|

5.3. El problema “maximin" para normas estrictamente convexas

Quiz4, el problema de localizaciéon de un centro no deseado al que se han dedi-
cado maés trabajos sea el “maximin”. Los resultados probados anteriormente,
nos permiten extraer, de la region factible, el conjunto V' U I U E en el que, en
el caso de trabajar con normas estrictamente convexas, podemos asegurar que
se encuentra cualquier solucién éptima. Sin embargo, en esta seccién probare-
mos que, para este problema concreto, podemos reducir aiin mas nuestro con-
junto de puntos candidatos, basandonos en los siguientes resultados:

Teorema 5.3.1. Si || || es una norma estrictamente convexa, S es una regién
poligonal, x, € Fr(S) es solucién del problema “maximin” y ¢ es la permuta-
cién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

[x —a

E =g |

T < Ws

I x, - a0 I£...L L

Woy' @

entonces x, es un vértice de S o w,

() l X T Ay 1= Ys2)' [ X T A5y [

Demostracion:

Sea x, € Fr(S) una solucién del problema “maximin” que no sea un vértice de
S’y supongamos que

X

W)’ Il x 0 " % I

0~ %5y < Ws

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de
d >0 tal que, para todo x € B(x,,8) se cumple que

<w_ lx—a

W | x— s | < W,y [l x— ;0 <. )

o |
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1 1
y que B(x,,8) N Fr(S) es un segmento que denotaremos por [x, y]. Asi, x; = 2 X+ 7 y

Por tanto, para todo x € B(x,,8) se cumple que f(x)= Wy lx— . II
con lo que también se tiene que x, # a_,, pues, en caso contrario, cualquier
o(1)

punto z, e B(x,,0) distinto de x, cumpliria que f(z))>0= f(x,).

Ademds, a_  tendria que estar alineado con x y con y, puesto que,
o(l)
en otro caso

1 1
= 5-x+5.y_a0_(1)

Il x

1 1
0_a0-(1) " <E."x—a6(l) ||+5'”y_a0(1) ”

conduciéndonos a que f(x,) < % f)+ % - £() con lo que x, no seria un 6ptimo,
ya que

- Sif(x) =/ (), entonces f(x,) <f(x)

- Sif (x) <f(y), entonces f (x) <f(y)

- Sif(x) > f (), entonces f'(x,) <1 (x)

Pero la condicion de estar as alineado con x y con y también esta en

contradiccién con la hipétesis de ser x, un 6ptimo, puesto que, el punto

) )
z = -  |x-——  .qa
0 _ 0 _ o)
lx,—a,, | lx,—a,, I

cumpliria que || z, — x, [[=8 y, por tanto

B B )

fz)=w .z, —a,, = e | e Il %, = agy, 11>
0 c(l)
> Wﬁ(l). “ x() - ag(l) ”= f(x())
|

Teorema 5.3.2. Si ||-|| es una norma estrictamente convexa, S es una regién

U

poligonal, x, es un punto interior de S que es solucidn del problema “maximin’
y © es la permutacién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Woy' Il x, = 5 (IS Wo2)' I, = 452 I<..< Wo(m)’ [ s (my |
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Il x

entonces w, 0~

)’ 1= w, ., Il x

0~ % I
Demostracion:

Sea S una region poligonal cualquiera y x, un punto interior de S que es solu-
cion del problema “maximin” y supongamos que

W)’ I X0 T 450 lI< W2y I X0 T 452 I

Por la continuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de
8 >0 tal que, para todo x € B(x,,8) se cumple que

[£...< Jlx—a

Wcs(l)'”x_acm [ wcs(z)'”x_a o(m)

c(2) G (m) ”

Sea [x, y] un segmento centrado en x, y de radio d tal que no esté ali-

neado con el punto a_, . Por tanto, para todo z e B(x,,8) se cumple que

f@)=w, - llz—a_, |l con lo que también se tiene que x, # a, ., puesto que,

en caso contrario, cualquier punto z, e B(x,,0) cumpliria que f(z)) >0= f(x,)

Por tanto

1 1 1 1
13, = g 1= |5 xSy = | <l =g, 4y = ag |

yasi, f(x,)< % f(x)+ % - f(y) lo que nos lleva a contradiccion con que x, sea

un 6ptimo, puesto que
- Sif(x) =/ (), entonces f (x,) <[ (x)
- Sif(x) <f (), entonces f (x)) <f ()

- Si f(x) > f(»), entonces f (x,) <f(x)
[ |

Teorema 5.3.3. Si || -|| es una norma estrictamente convexa, S es una regién
poligonal, x, es un punto interior de S que es solucién del problema “maxi-
min” y G es la permutacién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

I<...<w

! X0~ 450y < W2y Il x o(m) ! Xo = Qs (m) I

W)’ 0~ %2

entonces Wy [I'x, — a; ||= Wy i)' [Ix, = a; [|= W) IIx, — . ||
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Demostracion:

Supongamos que S es una region poligonal cualquiera y que x, es un
punto interior de S que es solucién del problema “maximin”. Puesto que G es
la permutacion del conjunto {1, 2, ..., m} tal que

Wy I Xy = Ay [< W) I Xy =g [£...L We ) I Xo = Ay Il
en virtud del teorema anterior, sabemos que
W)’ I X0 T A5 = Ws2)' I Xy T 850 I
Consideremos los siguientes conjuntos:
-L={xeSiw,llx—ag, ll=w,, - lx—a,, I}
-T,={xeSs|
Wy | x— a < W) | x— a; | < W) | x— a; 1<
<..< Wamy' [| x— a5 I}
-T,={xeS]|
Ws)' [| x— a0 [|< Wy [| x— a.. [| < W) [l x— a; [|<
<...< W, | x— g m II}
- T=TuUT

1 2

Supongamos que, w_, -l X, —a_, < w, -l X, —ag 4 |I. Por la con-
tinuidad de la norma, podemos garantizar la existencia de & >0 tal que

B(x,,0)cT.

En virtud de la proposicion 4.3.2, existe x € (L N B(x,,8)) con x # x,,.
Observemos que tanto x como x, estan tanto en 7, como en 7,

1 1
Tomemos y =x,—(x—x,), con lo que x, =E~x+5~y. Este punto

estard en T, o en T,, pero, de cualquier forma, la permutacién que permite eva-
luar f'es la misma para x,, x e y: denotemos por T a esa permutacién comun.

Por tanto, para todo x e€B(x,,8) se cumple que
J)=w_llx—a_, |l conlo que también se tiene que x; # a_ , puesto que,
en caso contrario, cualquier punto z, € B(x,,6) cumpliria que f(z,)>0= f(x,).

Sia

oy No estuviera alineado con x y con y, entonces



CAPITULO V: Particularizacién para normas estrictamente convexas

1 1
<Slle—a i+ ly=agl

1 1
”xo_a'r(l) = SXT YT 4y, >

2 2

y portanto f(x,) < % - fx)+ % - f() con lo que x, no seria un 6ptimo,

puesto que
- Sif(x) = £ (), entonces £ (x,) </ (x)
- Sif(x) <f (), entonces £ (x,) </ ()
- Sif(x) > £ (), entonces f (x;) < f (x)

Pero la condicion de estar a_ , alineado con x'y con y también esta en
contradiccién con la hipétesis de ser x, un 6ptimo, puesto que, el punto

1+ y 8
z, = —_— |'X, — a
0 0 1
Iy —a.q |l [EAET N
cumpliria que || z, — x, [|=0 y, por tanto
S )= ey 2y =g, =) T vl =g, 1>
0 (1)
> WT(])' ” xo - a.r(]) ”: f(x())
|

En resumen, como consecuencia de los teoremas 5.3.1 y 5.3.3 se
obtiene que la solucién del problema “maximin”, cuando nos restringimos a
una regién poligonal S es, o bien un vértice de S, o un punto de la frontera de
S que equidista ponderadamente de los dos puntos a, mas préximos al centro a
instalar, o un punto interior de S que equidista ponderadamente de los tres mas
préximos a dicho centro. Asi, para el caso en el que el criterio elegido para
determinar la ubicacién éptima de un centro no deseado sea el “maximin”, las
posibles intersecciones de mediatrices ponderadas nos lleva a considerar
m)| m-(m—=1)-(m-2)
3) 6
sobre dicho ntimero de posibilidades que, para un criterio cualquiera es

casos posibles, obteniendo una notable reduccion

_(m=2)-(m=1)-m-(m+1)
4

2
2
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CAPITULO VI: Estudio del problema para la norma euclidea

Estudio del problema para la norma euclidea

En los capitulos anteriores hemos establecido un modelo de localizacién de cen-
tros no deseados que, como hemos dicho, contiene como casos particulares la
préctica totalidad de los problemas clasicos de localizacién de este tipo. A partir
de él hemos extraido propiedades que serdn comunes a todos los criterios y
hemos caracterizado un conjunto dentro del cual podemos asegurar que esta la
solucién, con independencia del criterio con el que trabajemos.

Ahora nos detenemos en el caso particular en el que la distancia uti-
lizada es aquella que se deriva de la norma euclidea. En realidad muchos de los
problemas de localizacién de centros no deseados en el plano que aparecen en
la bibliografia usan esta distancia debido a la naturaleza de la propagacion del
impacto producido por el centro que deseamos localizar.

Observaremos como, en este caso, el conjunto que obtuvimos en el
capitulo anterior, ademas de contener a todas las soluciones del correspondien-
te problema asociado a cualquiera de nuestros criterios, es finito, por lo que
podremos construir rutinas que busquen la solucién en un tiempo razonable.
Especifiquemos el planteamiento general, en este caso, de nuestro problema:

Dado un subconjunto S cerrado y acotado del plano, una coleccién
de puntos del plano {a,, a,, ..., a,} y cada uno de ellos tiene asociado un valor
positivo w(a;) = w, al que llamaremos peso de la poblacién a,, nuestro interés se
centra en maximizar la siguiente funcién objetivo

=2k wyhx—a |
i=1
donde:

- © es la permutacién del conjunto {1, 2, ..., m} tal que
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<w. x—a

G(2) ” s G (m) G (m) ”

- ki, k,, ..., k, son m constantes no negativas que vendran determina-
das al especificar la politica a seguir y

- |l -]l es la norma euclidea.

Merece la pena, antes de proceder a la busqueda del conjunto solu-

cién, extendernos un poco con algunas observaciones que, en algin caso, ya
habiamos apuntado con anterioridad:

- Como la norma euclidea es una norma estrictamente convexa, seran
de aplicacion los resultados obtenidos en el capitulo anterior.

- La eleccién de las constantes &, marcard el criterio especifico a utili-
zar. Esta eleccion se deberia realizar estudiando sociol6gicamente el
problema y, por tanto, se corresponde con una opcién que debe
realizar el que lo genera. De todas formas, el conjunto (que en este
caso es finito, como se pondra de manifiesto més adelante) donde se
encuentra la solucién lo determinaremos con independencia de los
valores que adoptemos para los &, con lo que el problema estard
siempre resuelto. Por esto, nuestro problema es claramente multicri-
terio y, como ya hemos establecido, contiene como casos particula-
res los problemas clasicos de localizacién (“maximin”, “maxisum”,
etc) sin mas que dar unos valores especificos a las constantes.

Ademas, si se consideran j criterios diferentes, siendo cada uno de
ellos el determinado por unas constantes no negativas &, k,, ..., k,,,,
coni=1,2,..,j, un procedimiento usual en la toma de decisiones
multicriterio consiste en la construccion de uno nuevo a partir de la
suma ponderada de los criterios considerados, asociando a cada uno
de ellos un peso positivo v, que refleja la importancia que el decisor

asigna a cada uno de ellos. Asi, este nuevo criterio, determi-
J ' J

J
nado por las constantes | Y (v, -k,), >, (v, k,),... 3, (v, k, ) | per-
i=1

i=1 i=1

tenecera a la familia de criterios para los que nuestro modelo es apli-
cable, con lo que la correspondiente solucién también pertenecerd a
nuestro conjunto.

La elecciéon de los pesos es una cuestion bastante mas compleja;
dediquemos algunos comentarios a indicar las dificultades con las
que nos encontramos a este respecto:

No estd muy claro cémo se han de elegir los pesos w, del modelo
propuesto, ni siquiera, cuando estudiemos un problema particular.
Fijemos como criterio, por ejemplo, el criterio “maximin”: segun el
problema a tratar, la asignacién de los pesos puede ser diferente
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segln la interpretacion que se dé de los mismos. Si creemos que sélo
debemos tener en cuenta el nimero de habitantes que se pueden
ver afectados (caso, por ejemplo, de una central nuclear que afecta-
ria a los habitantes de las poblaciones en caso de catastrofe) parece
razonable que las constantes w, estuvieran relacionadas de manera
inversa con el numero de habitantes de la poblacién a,. Sin embar-
go, si siendo el centro molesto para los habitantes de las poblacio-
nes, no implica riesgo vital para las personas (por ejemplo, la ubica-
cién de una central edlica que podria generar cierta contaminacién
acustica o un impacto estético, pero que no afecta a la salud de los
habitantes de las poblaciones) lo que parece mas légico es que los
pesos sean asignados en funcién del uso que cada poblacién haga
del centro a instalar; en este caso, lo razonable es que los pesos sean
adoptados por un criterio directamente relacionado con el nimero
de habitantes de la poblacién. De esta forma, el centro estard mas
cerca de la poblacion que mas lo utilice.

A la vista de estos comentarios, la eleccién de los pesos no sélo se
relaciona, de una u otra forma, con el tamafio de la poblacién sino
que también estd muy intimamente ligada al criterio que se adopte.
De forma general podriamos indicar que, una vez que hemos adop-
tado una manera de elegir los pesos, el criterio mas apropiado no
siempre es el mismo. Asi, si se toman los pesos de manera inversa-
mente relacionada con el tamafo de la poblacién, el criterio *maxi-
min" respeta més a las poblaciones de mayor nimero de habitantes
y la solucién tiende a alejarse de ellas, mientras que si adoptamos el
criterio “maxisum” estamos respetando mds a las poblaciones de
menor numero de habitantes y la solucién tiende a situarse mas
cerca de las grandes poblaciones. Todo esto sucederia al revés si los
pesos estan directamente relacionados con el nimero de habitantes
de cada poblacion.

Aunque no conocemos una regla fija, el parrafo anterior nos propor-
ciona una cierta idea de como podriamos adoptar de una forma
genérica la eleccion de los pesos. En la practica, los modelos que se
eligen son los que se obtienen al asignar valores iguales a uno a los
r primeros k, y cero a los demas; es decir, se trata de criterios inter-
medios entre el “maximin” y el “maxisum"”. Aln sabiendo, en este
caso, cuéles son las poblaciones mas sensibles al efecto que produ-
ce el centro a ubicar, no estd muy claro como se debieran asignar los
pesos, aunque una posibilidad consiste en asignarlos inversa o direc-
tamente relacionados con el nimero de habitantes segtn que el cri-
terio sea “mas parecido” al “maximin” que al “maxisum".

En cualquier caso, observemos que la principal utilidad del modelo
radica en la construccién de una “nube de puntos” que contiene a la solucién
de los problemas admisibles para nuestro modelo, entre los que figuran los
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usuales, con lo cual, una vez fijados los pesos, podemos determinar las solucio-
nes del correspondiente problema de localizacién de un centro no deseado, sin
mas que evaluar la funcién objetivo en los puntos obtenidos, con lo que con un
gasto computacional minimo podemos observar cudl es la mejor eleccién de las
constantes k; que nos lleve a la ubicacién menos nociva para todas las poblacio-
nes. Sirva el siguiente ejemplo para ilustrar este comentario:

EJEMPLO 13

Consideremos las 21 poblaciones equiponderadas cuyas coordenadas (expresa-
das en kildémetros) se muestran en la tabla siguiente y marcadas con un asteris-
co en la figura 6.1. Supongamos que queremos ubicar una central nuclear den-
tro de la regién determinada por los 4 primeros puntos de la columna de la
izquierda y que, si ocurriera un desastre nuclear, las probabilidades de supervi-
vencia de los habitantes de cada poblacion disminuyen en funcién de la distan-
cia que la separa de dicha central.

Poblacion Poblacion

(0,0 (5,25)
(33,0) (12,23)
(33,28) (17,9)
(0,28) (20,4)
(17,2) (30,4)
(14,15) (27,10)

(5.4) (29,16)
(12,7) (30,22)
711) (19,24)
(9,15) (25,24)
(6,18)

Si optamos por determinar la mejor ubicacién para la instalacion uti-
lizando el criterio “maximin”, quedaria situada en el punto marcado con un cua-
drado en la figura 6.1. En ella, hemos destacado tres circunferencias centradas
en este posible emplazamiento y de radios 7.26, 9.47 y 13.57 kilémetros, res-
pectivamente. Las poblaciones situadas en cada una de estas circunferencias, se
verfan afectadas por distintos niveles de radiacién, siendo el nimero de tales
poblaciones 3, 6 y 11 respectivamente.
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Figura 6.7.

Por otra parte, si la ubicacion posible la decidimos en base al criterio
“maxisum”, el nimero de poblaciones afectadas por los mismos niveles ante-
riormente descritos son, respectivamente, 2, 2 y 4. Sin embargo, tal ubicacién
(marcada con un cuadrado en la figura 6.2) parece completamente inadmisible,
puesto que conduce al holocausto a todos los habitantes de la poblacién sobre
la que se situaria la hipotética central nuclear.

Figura 6.2.
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A la vista de la figura 6.3, asociada al criterio correspondiente al “4-
anticentro” y en la que se ha resaltado también las circunferencias correspon-
dientes a los mismos niveles de radiacion, esta posible ubicacién (marcada con
un cuadrado) parece menos nociva que cualquiera de las dos anteriores, habida
cuenta que el nimero de poblaciones afectadas por cada uno de los niveles es,
respectivamente, 1,4y 6

Figura 6.3.

Puesto que la norma euclidea es una norma estrictamente convexa,
podemos afirmar, gracias a los resultados del capitulo anterior, que las soluciones
de cualquiera de nuestros problemas de localizaciéon de un centro no deseado,
cuando la region S es poligonal, estard en nuestro conjunto V' U U E. Para la
determinacién de los puntos de dicho conjunto recordemos que, en este caso, la
mediatriz ponderada asociada a un par de puntos Py O, con pesos w, y w,, res-
pectivamente, que es

M(P,Q)= {x e R’ tales que w, [ x—=Pl= Wy lx-0Q ||}

- si w, = W), es la perpendicular al segmento que une P con Q'y que
pasa por el punto medio; es decir, la recta cuya ecuaciéon general es

PP 00— 0"
(Q,-P)x+(Q,-P) y+— yZQ" o

siendo P= (P,P)y 0= (0,0)

0
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- Si Wp# W, €5 la circunferencia de centro C'y radio r siendo

C:W—IZD'P—W—;~Q‘I’:WP.WQ‘“P_Q”

2 2 2
W, — W W, —Ww |WP—WQ|

Ademas, cuando la norma considerada es la euclidea, podemos afir-
mar que el citado conjunto es finito y construible a partir de un algoritmo de
complejidad O(n-m* +m*), orden que también serd reducible en el caso en el
que queramos Unicamente resolver el problema “maximin”, pudiendo construir
su solucién, a través de nuestros resultados, con un algoritmo de complejidad
O(n-m* +m).

Podemos justificar que el conjunto VU 1 U E, indicado en la seccién
5.2 es finito ya que

- el conjunto V' U I obtenido como consecuencia del teorema 5.2.1
es finito salvo que, siendo x, € Fr(S) un éptimo de la funcién obje-
tivo que pertenece a una arista L y G es la permutacion del conjun-
to {1, 2, ..., m} tal que

Il x Il x,—a

~— 450 < W2y Il x sw 0 o(m) I

Woy 11 % 0 % I<..< o(m)

las mediatrices ponderadas M (a que contienen a x, se

0(:’)’ac(i+1))
intersequen con L en un segmento. En tal caso, existe un segmento

[x", ¥] centrado en x, tal que, para todo x € [x", y'] se cumple que

Wy [| x— a 1< W) [| x— a . [£...€ Waim) || x — agm [l
y procediendo de forma similar a la demostracion del teorema 5.2.1
llegariamos a una contradiccién, puesto que, como la funcién obje-

tivo es no trivial, existe j € {1, 2, ..., m} tal que kj> 0.

Si a,., no estuviera alineado con x" y con y", entonces
| 1 . 1
1% = Gy 1= |23 4 20" =g [ < S I =g 21 =gy

y por tanto f(x,) < %~j'(x*)+ % - f(»") con lo que x, no serfa un

6ptimo, puesto que
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- Sif(x") =f ("), entonces f'(x,) <f(x")
- Sif(x") <f ("), entonces f'(x,) <f (")
= Sif(x") >f (), entonces 1 (x,) <f(x")

Por tanto, si k;,> 0, entonces ag esta alineado con x" y con y", lo
que de nuevo, estd en contradiccién con la hipétesis de ser x, un
optimo, puesto que, si consideramos el conjunto

I = {i €{1,2,...,m} tales que k, > 0}
y construimos los conjuntos

iel

A4 = {aam para los que existe A, > 0 tal que dyy =%+ Ay - xo)}
A= =x0+7ul.-(x'—x0)}

{ac(i) para los que existe 7»1. > ( tal que as i

iel
puede suceder que:

-SiA,=0, entonces || x" - g =1l x" - X, 141 x, - ay 1> x, - ay Il

con lo que fix") > flx,), puesto que x" y x, tienen asociada la
misma permutacion.

- Si A,= O, entonces || y’ —a, 1= y=x I+ X=a I>lx=ag 0,
con lo que fy") > flx,), puesto que " y x, tienen asociada la

misma permutacion.

— En otro caso, tomando como x, el punto de 4, més alejado de x,
y como x, el punto de 4, més alejado de x,, en virtud de la pro-
posicién 5.2.2, podemos asegurar la existencia de z € S que ade-
més tendrd asociada la misma permutacion ¢ (z sera el punto x;
o el punto x, de esa proposicion) tal que

lz=x I>1x, =x 1 llz=x, I >l x, —x, |

con lo que f(z) > f(x,), puesto que
«llz—all>llx,—all, para todo a € 4, ya que

lz=—all+lla=x 2l z=x [I>]lx, = x I=llx,—all+|la—xI

«llz=all>|lx,—a, para todo a € 4, ya que

lz=all+lla=x, Izl z=x, 1>l x, = x, |=ll x, —all+ ]l a=x,
|
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Ademads, destaquemos que este razonamiento también es aplicable
si las mediatrices ponderadas M(a, ,.a,,,, ) que contienen a x, son
tangentes a L en dicho punto, con lo que también podriamos excluir
dichos cortes del conjunto L.

- el conjunto E obtenido como consecuencia del teorema 5.2.3 es fini-
to salvo que, siendo x, un punto interior de S que es un 6ptimo de
la funcién objetivo y G es la permutacion del conjunto {1, 2, ..., m}
tal que

<w X —a

W)’ I X0 T 450 = Wo2)' I X0 T 452 I=..< o(m) I 0 o (m) [

las mediatrices ponderadas M(a,,.a;..,)y M(a,.a, .,) que-
contienen a x, sean iguales. En tal caso, existe un segmento [x, y]
centrado en x, tal que, para todo x € [x", »"] se cumple que

Woay Tx=ag s wy - Ix—ag, lIs..sw,

G(m)~||x—a

|

y procediendo de forma similar al razonamiento anterior llegaria-
mos, de nuevo, a una contradiccion.

Ademas, destaquemos que este razonamiento también es aplicable
si las mediatrices ponderadas M(a,,.a;.,.,) Yy M(a, .a, .., )que
contienen a x, son tangentes entre si en dicho punto, con lo que

también podriamos excluir dichos cortes del conjunto E. =

Asi, gracias a los resultados probados, podemos afirmar que, en el caso
en el que la norma utilizada sea la euclidea, cualquier solucion a los problemas de
localizacién aqui estudiados, pertenecen al conjunto VU I U E siendo

- Vel conjunto de vértices de E.

- I el conjunto de puntos x en los que la frontera de S se corta trans-
versalmente con las mediatrices ponderadas M(a, a,) para alguna
pareja (a, a,) de puntos distintos de {a,, a,, ..., a,}.

- E el conjunto de puntos x de S en los que se cortan transversalmen-
te dos mediatrices ponderadas M(a,, a,) y M(a,, a,) para dos pare-
jas distintas (a,, a,) y (a, a,) de puntos distintos de {a,, a,, ..., a,}

Ademaés, dicho conjunto es finito y se puede determinar con un algo-
ritmo de orden O(n- m” + m*), siendo n el nimero de lados de la regién poligo-

nal S, puesto que

- V tiene n puntos,

163 «
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- cada una de las n aristas de S se corta, a lo sumo, en dos puntos con

cada una de las, a lo sumo, [ mediatrices ponderadas distintas, y
2

- al cortar entre si, cada una de las mediatrices ponderadas distintas,

m
obtenemos, a lo sumo, [2J puntos distintos.
2

6.1. El problema “maximin” para la norma euclidea

De la misma forma, y por lo probado en los teoremas 5.3.1 y 5.3.3, podemos
afirmar que, en el caso en el que la norma utilizada sea la euclidea, cualquier
solucién al problema “maximin”, cuando nos restringimos a una regién poligo-
nal S, pertenece al conjunto VU I U E, donde

- Ves el conjunto de vértices de S.

- I es el conjunto de puntos x en los que la frontera de S se corta
transversalmente con las mediatrices ponderadas M(a, a,) siendo a;
y a; las dos poblaciones distintas mas cercanas a x.

- E es el conjunto de puntos x de S en los que se cortan transversal-
mente dos mediatrices ponderadas M(a, a,) y M(a, a,) para la
terna (ap, a, a,) de puntos distintos més cercanos a x.

Ademads, dicho conjunto es finito y se puede determinar con un algo-
ritmo de orden O(n-m* + m’), siendo n el nimero de vértices de la regién poli-
gonal S (aunque existen algoritmos de orden inferior y asi, por ejemplo en
(Melachrinoudis y MacGregor Smith, 1995), podemos encontrar un algoritmo
de orden O(n - m?))

6.2. Comentarios adicionales y ejemplos

A nivel teérico, nuestro modelo es valido para cualquiera de los criterios que
podamos especificar a través de una determinada eleccién de las constantes &,
sea cual sea la norma utilizada, con lo que su utilizacion es recomendable para
aquellas situaciones en las que una norma distinta a las habituales refleje, de
forma mas efectiva, las particularidades del problema planteado.

También es aconsejable la utilizacién de nuestro modelo en aquellos
problemas en los que se pueda optar por varios criterios, pues, aunque la cons-
trucciéon de los puntos de nuestro conjunto VUl U E pueda parecer pesada
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(sobre todo si el nimero de poblaciones iniciales es considerable), esa inversién
previa de tiempo redunda en una determinacion, casi inmediata, de la solucién
optima para cada uno de los criterios seleccionados, con lo que obtenemos un
algoritmo muy eficaz, sobre todo cuando el nimero de tales criterios es elevado.

A modo de ejemplo, para el caso en el que los problemas de localiza-
cién de un centro no deseado se planteen en términos de la norma euclidea, con
la ayuda de MaTLAB hemos construido una rutina (en la secciéon 7.5 y denomi-
nada undesirable), de la que, a continuacion, ejemplificaremos su utilizacion y
aplicaciones practicas, que, dada una matriz P conteniendo las coordenadas de
las poblaciones afectadas, una matriz Q con los vértices de una regién poligo-
nal y un vector de pesos asociado a los puntos de la matriz P, determina las
coordenadas de los puntos candidatos a solucién de cualquiera de nuestros pro-
blemas de localizacién de un centro no deseado.

EJEMPLO 14

Consideremos la region poligonal determinada por 4 poblaciones ubicadas en
los puntos a,= (-4, 0), a,= (2, 6), a,= (6, -2) y a,= (0, —12) marcadas con un
asterisco en la figura adjunta, con pesos respectivos 3, 2, 1y 1. Nuestra rutina
genera, en 0.39 segundos, tanto las coordenadas de cada una de las 20 posi-
bles soluciones (indicadas abajo y marcadas con un circulo en la figura) de cual-
quiera de los problemas de localizacién de un centro no deseado que admite
nuestro modelo general, como una solucién 6ptima para cada uno de los 2*=
16 problemas asociados a las posibles elecciones de k;e {0, 1}, cuando nos res-
tringimos a la region poligonal indicada.

(-4.0000,0) (-1.9019,2.0981) (-0.2984,3.7016) (2.0000,6.0000)
(-3.0424,-2.8728) (-1.6000,2.4000) (0,-12.0000) (3.0000,-7.0000)
(-3.0000,-3.0000) (-1.4465,0.6484) (0.0646,0.2099) (3.3333,3.3333)
(-2.8333,-3.5000) (-1.0452,2.9548) (0.0804,2.7327) (4.9299,0.1402)
(-2.7770,1.2230) (-0.4551,-10.6346) (1.3128,-5.9877)  (6.0000,-2.0000)

165 «
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0000) (-4.0000, 0)
0001) (0,-12.0000)
0010 (0,-12.0000)
0011 (0,-12.0000)
0100 (4.9299,0.1402)
0101) (0,-12.0000)
0110 (0,-12.0000)
0111 (0,-12.0000)
(1000) (-3.0424,-2.8728)
(1001) (0,-12.0000)
(1010) (0,-12.0000)
1011) (0,-12.0000)
(1100) (-1.6000,2.4000)
1101) (0,-12.0000)
(1110 (0,-12.0000)
1111 (0,-12.0000)

EJEMPLO 15

Para las mismas poblaciones del ejemplo anterior, con los mismos pesos, y tam-
bién considerando la norma euclidea, en la siguiente figura hemos trazado las
mediatrices ponderadas correspondientes, representando por un circulo las 22
posibles soluciones de cualquiera de nuestros problemas de localizacién de un
centro no deseado, cuando nos restringimos a la poligonal determinada por los

puntos (~12, 0), (0, ~12), (12, 0) y (12, 0).
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Destaquemos que, en virtud de los resultados obtenidos en el capitu-
lo 3, para determinar el maximo valor de la funcién objetivo podemos obviar las
intersecciones de dos mediatrices distintas que no pertenezcan a [a,, a,, a;, a,].
Ademads, hemos incluido un mapa de grises, hemos representando los valores de
la funcién objetivo correspondiente al criterio “maximin” segin la barra que
aparece a la derecha y tras la evaluacion de cada una de las 22 posibles solucio-
nes, podemos afirmar que la Unica soluciéon de este problema es el punto

)

(1‘3 é) resaltado en la figura con una estrella negra.
4 4

EJEMPLO 16

En la siguiente figura hemos representado con un asterisco las 20 poblaciones
andaluzas con mas de 50.000 habitantes, las mediatrices ponderadas correspon-
dientes, las 5903 posibles soluciones (punteadas) y, con un mapa de grises los
valores de la funcién objetivo asociada al problema “maximin” y su solucién
marcada con una estrella negra, cuando los pesos son asignados inversamente
propocionales al tamafio de la poblacién (En la tabla siguiente se muestran,
tanto las coordenadas de los nticleos de poblacién considerados, como el nime-
ro de habitantes, en miles, de cada uno).

Coordenadas Localidad Poblacion Coordenadas Localidad Poblacion

(en miles) (en miles)

(10.4,-2.4)  Almeria 167 (-4.9,-0.2) Dos Hermanas 83
(-7.1,-4.7)  Cadiz 155 (-6.7,-4.0)  Jerez 190
(-0.6,2.9)  Cordoba 316 (-3.3,-7.0)  Algeciras 104
(4.9,-0.6) Granada 271 (-6.4,-5.3) Chiclana 51
(-9.7,-0.6) Huelva 145 (-2.8,-6.7) La Linea 61
(4.0,2.6) Jaén 113 (-6.7,-4.5) Puerto Sta. M? 70
(1.4,-3.5)  Malaga 531 (-6.8,-5.0)  San Fernando 88
(-5.1,0.4)  Sevilla 714 (-7.3,-3.1)  Sanltcar de Bmda. 60
(4.7,4.4) Linares 62 (-1.5,-4.9) Marbella 86
(-4.7,0.2) Alcald de Guadaira 55 (2.8,-3.2) Vélez-Malaga 54
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En la construccion del conjunto de posibles soluciones se ha tardado
menos de 15 minutos; este consumo de tiempo nos parece razonable, habida
cuenta que hemos aproximado los limites de la regiéon autonémica por una poli-

gonal con 59 vértices.
|
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EJEMPLO 17

Aunque en este trabajo sélo se ofrecen las correspondientes implementaciones
para resolver los problemas de localizacién de un centro peligroso de nuestro
modelo general, cuando la norma considerada es la euclidea, las dos Ultimas
rutinas nos permiten ilustrar de forma gréfica los comentarios ofrecidos en el
ejemplo que aparece al principio del capitulo 5.

Las poblaciones equiponderadas de dicho ejemplo estan situadas en
los puntos a,= (4, 0), a,= (2, 6), a;= (6, -2) y a,= (0, —12), y aparecen en
la figura marcadas con un asterisco. También se observa que el maximo de los
valores de la funcién objetivo (seglin la barra de grises que figura a la derecha)
que nos permite modelar el problema “maximin” es 8, cuando nos restringimos
a la poligonal determinada por los puntos (12, 0), (0, -12), (0, 12) y (12, 0) y
la norma utilizada es || - ||,. Ademas, aparecen resaltados con un trazo grueso en

azul, los puntos en los que alcanza dicho valor.
|
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Implementaciones

En este capitulo ofrecemos las implementaciones en MaTLAB de las rutinas que
se han elaborado de forma paralela a este trabajo y que se presentan de forma
separada en cada una de las secciones siguientes. En ellas, podemos observar
dos bloques bien diferenciados:

- en el primer bloque, que se corresponde con las secciones 7.1, 7.2,
7.3y 7.4, se presentan aquellas que han llamado nuestra atencién
de entre las que se utilizan para resolver los problemas clasicos de
localizacién:

- para el problema “minisum” se han implementado las rutinas
denominadas torrcell y wtorrcell para las versiones sin pesos y
ponderada, respectivamente, del problema de Weber para tres
puntos y ademas, han servido de ayuda para la elaboracién de
las figuras que acompafan al texto. Para el problema de Weber
con mas de tres puntos, se ofrece la versiéon mas simple del algo-
ritmo de Weiszfeld que ha sido anteriormente comentada en la
subseccién 1.2.5.

- para el problema “minimax", hemos optado por construir la ruti-
na que hemos denominado charalam a partir de los resultados
que se pueden encontrar en (Charalambous, 1982). El tratamien-
to geométrico que se hace en dicho trabajo de este problema nos
ha permitido elaborar algunas subrutinas geométricas que han
sido reutilizadas mas adelante.

- el segundo bloque estd dedicado exclusivamente a la implementa-
cién de una rutina para nuestro problema ponderado de localizacion
de centros no deseados a partir de los resultados teéricos que apa-
recen en este trabajo y que ademads nos ha permitido construir las
figuras que ilustran nuestros ejemplos.
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7.1. La rutina torrcell

Nuestro objetivo para esta seccion es la construccion de una rutina capaz de
determinar el punto que haga minima la suma de las distancias a tres puntos
dados. Para ello, hemos utilizado la construccién de Simpson que ha sido pre-
sentada en la subseccion 1.2.2 y se han elaborado las subrutinas auxiliares equi-
later e interec que se presentan a continuacién:

7.1.1. La subrutina equilater

La rutina equilater(A,B,C) determina las coordenadas del punto P,, que forma
con Ay con B un triangulo equilatero al otro lado de C
1 4

Ejemplo: equilater([0 0],[1 01,[0 -11) devuelve P,= [E’ 5 ]

00 function Pab=equilater(A,B,C)

01 p1=[(A(N)+B(1))/2 (A(2)+B(2))/2]+...
sqrt(3)/2*[B(2)-A(2) A(1)-B(1)];

02 p2=[(A(1)+B(1))/2 (A(2)+B(2))/2]-...
sqrt(3)/2*[B(2)-A(2) A(1)-B(1)];

03 if ((A(2)-B(2)*p1(1)+(B(1)-A(1))*p1(2)-B(1)*A(2)+...
A(1)*B(2))* ((A2)-B(2))*C(1)+(B(1)-A(1)) *C(2)-...
B(1)*A(2)+A(1)*B(2))>0 Pab=p2;

04 else Pab=p1;

05 end

7.1.2. La subrutina interec

La rutina interec(57,52,53,54) determina las coordenadas del punto O que es
interseccion de las rectas determinadas por los puntos S1,52 y S3,54 respectiva-
mente. Si las rectas no tuvieran ninglin punto en comun o fueran la misma recta,
la instruccion interec devuelve la matriz vacia.

Ejemplo: interec([0 11,[0 2],[1 0],[2 0]) devuelve O = (0,0).

00 function Q=interec(51,52,53,54)
01 den=det([S2(1)-S1(1) S3(1)-S4(1);52(2)-S1(2) S3(2)-S4(2)1);
02 if den==0 Q=[];
03 else L=det([S3(1)-S1(1) S3(1)-S4(1);...
S3(2)-51(2) S3(2)-S4(2)1)/den:;...
Q=[S1(1)+L*(S2(1)-S1(1)) S1(2)+L*(S2(2)-S12N]1;
04 end



CAPITULO VII: Implementaciones 175 «

7.1.3. La rutina torrcell

La rutina torrcell(A,B,C) utiliza la construccion de Simpson para calcular las
coordenadas del punto T de Torricelli del tridngulo de vértices A, By C

Ejemplo: torrcell([0 11,[-sqrt(3)/2 -1/2],[sqrt(3)/2 -1/2]) devuelve
7= (0,0).

00 function T=torrcell(A,B,C)

01 if ((A(1)-B(1))*(C(1)-B(1))+(A(2)-B(2))*(C(2)-B(2)))/...
(sqrt((A()-BOANA2+(A2)-B)A2)*...
sqrt((C(1)-B(1)"2+(C(2)-B(2))72))<-1/2 T=B;

02 elseif ((A(1)-C(1))*(B(1)-C(1))+(A(2)-C(2))*(B(2)-C(2)))/ ...
(sqrt((A(1)-CUNN2+(A(2)-CQ)HN2)*...
sqrt((B(1)-C(1))"2+(B(2)-C(2))"2))<-1/2 T=C;

03 elseif ((B(1)-A(1))*(C(1)-A(1)+(B(2)-A(2))*(C(2)-AR2))/ ...
(sqrt((B(1)-A(I))N2+(B(2)-AR)N2)*...
sqrt((C(1)-A(M)N2+(C(2)-A(2))A2))<-1/2 T=A;

04 else T=interec(C,equilater(A,B,C),B,equilater(A,C,B));

05 end

7.2. La rutina wtorrcell

La rutina wtorrcell(A,B,C,w1,w2,w3) se basa en el trabajo (Martini, 1996) que
ha sido comentado en la subseccién 1.2.2 para determinar la solucién del pro-
blema de Weber con tres puntos ponderados, es decir, determina las coordena-
das del punto T de Torricelli del tridngulo de vértices A, B'y C con pesos relati-
vos w1, w2 y w3, respectivamente

Ejemplo: wtorrcell([0 1],[-sqrt(3)/2 -1/21,[sqrt(3)/2 -1/21,5,3,4)
devuelve T = (0.0662,0.3635).

00 function T=wtorrcell(A,B,C,w1,w2,w3)

01 plot(A(1),A(2),"*r');hold on

02 plot(B(1),B(2),"*r");hold on

03 plot(C(1),C(2),"*r");hold on

04 w11=sqrt((B(1)-C(1))A2+(B(2)-C(2))12);

05 w22=sqrt((A(1)-C(1)"2+(A(2)-C(2))12);

06 w33=sqrt((B(1)-A(1)"2+(B(2)-A(2))"2);

07 p1=w11/w1,;

08 p2=w22/w2;

09 p3=w33/w3;

10 x1=w1-(W1A2-w2A2+wW3/72)/(2*w1);

11 h1=sqrt(w3/2-((W1A2-w2A2+w3/2)/(2*w1))"2);
12 h11=p1*ht,

13 AT1(1)=B(1)+((w1-x1)/w1)*(C(1)-B(1))+(h11/w11)*(C(2)-B(2));
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14 A11(2)=B(2)+((w1-x1)/w1)*(C(2)-B(2))+(h11/w11)*(B(1)-C(1));

15 A12(1)=B(1)+((w1-x1)/w1)*(C(1)-B(1))-(h11/w11)*(C(2)-B(2));

16 A12(2)=B(2)+((w1-x1)/w1)*(C(2)-B(2))-(h11/w11)*(B(1)-C(1));

17 if (B(2)-C2)*A11(1)+(C(1)-B(1)*A11(2)-...
C(1)*B(2)+B(1)*C(2))*((B(2)-C(2)) *A(1)+(C(1)-B(1)) *A(2)-...
C(1)*B(2)+B(1)*C(2))>0 A1=A12;

18 else A1=A11;

19 end

20 plot(A1(1),A1(2),*g"); hold on;

21 x2=w2-(W1N2+W2A2-w3/72)/(2*w2);

22 h2=sqri(w1/2-((W1A2+w2/2-w3A2)/(2*w2))A2);

23 h22=p2*h2;

24 B11(1)=C(1)+((w2-x2)/w2)*(A(1)-C(1)+(h22/w22)*(A(2)-C(2));

25 B11(2)=C(2)+((w2-x2)/w2)*(A(2)-C(2))+(h22/w22)*(C(1)-A(1));

26 B12(1)=C(1)+((w2-x2)/w2)*(A(1)-C(1))-(h22/w22)*(A(2)-C(2));

27 B12(2)=C(2)+((w2-x2)/w2)*(A(2)-C(2))-(h22/w22)*(C(1)-A(1));

28 if ((A(2)-C(2))*B11(1)+(C(1)-A(1))*B11(2)-...
CM*AQR)+A(M)*CR)*...
((A2)-C2)*B(1)+(C(1)-A(1))*B(2)-C(1) *A)+A(1)*C(2))>0

B1=B12;

29 else B1=B11;

30 end

31 plot(B1(1),B1(2),'*g"); hold on;

32 x3=w3-(W2/24+w3"2-w1A2)/(2*w3);

33 h3=sqrt(w2/2-((W2/2+w3/2-w1/2)/(2*w3))2);

34 h33=p3*h3;

35 C11(1)=A(1)+((w3-x3)/w3)*(B(1)-A(1))+(h33/w33) *(B(2)-A(2));

36 C11(2)=A(2)+((w3-x3)/w3)*(B(2)-A(2))+(h33/w33)*(A(1)-B(1));

37 C12(1)=A(1)+((w3-x3)/w3)*(B(1)-A(1))-(h33/w33) *(B(2)-A(2));

38 C12(2)=A(2)+((w3-x3)/w3)*(B(2)-A(2))-(h33/w33)*(A(1)-B(1));

39 if ((A(2)-B(2))*C11(1)+(B(1)-A(1))*C11(2)-...
B(1)*AR)+A(1)*B(2))*...
((AQ)-B2)*C(1)+(B(1)-A(1))*C(2)-B(1)*A(2)+A(1)*B(2))>0 C1=C12;

40 else C1=C11;

41 end

42 plot(C1(1),C1(2),'*g");

43 T=interec(A1,A,B1,B);

44 plot(T(1),T(2),'*"); axis equal
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7.3. La rutina weis

La instruccion weis(Pw,n) determina la n-ésima iteracién del algoritmo de
Weiszfeld, presentado en la subseccién 1.2.5, para la matriz de puntos P siendo
w el vector de pesos asociados y tomando como punto inicial el baricentro pon-
derado correspondiente.

Ejemplo: weis([1/2 -1/2;-1/2 -1/2;-1/2 1/2;1/2 1/2;100 OL,[1 1 1 1
41,1700000) devuelve

00 function X=weis(P,w,n)

01 X(1)=sum(w'.*P(:,1))/sum(w);

02 X(2)=sum(w'.*P(:,2))/sum(w);

03 disp(‘starting point’), X

04 for i=1:n

05 Z(1)=sum(w'.*P(:,1)./...
sqri((X(1)-P(:,1)).A2+(X(2)-P(:,2)).A2))/ ...
sum(w'./sqrt((X(1)-P(:,1)).A2+(X(2)-P(:,2)).A2));

06 Z(2)=sum(w'.*P(:,2)./...
sqri((X(1)-P(:,1)).A2+(X(2)-P(:,2)).72))/ ...
sum(w'./sqrt((X(1)-P(:,1)).A2+(X(2)-P(:,2)).12));

07 X=Z,

08 end

7.4. La rutina charalam

Nuestro objetivo para esta seccion es la construccion de una rutina capaz de
determinar el punto que haga minima el maximo de las distancias a una colec-
cién dada de puntos ponderados. Para ello, hemos utilizado el algoritmo que
aparece en (Charalambous, 1982) que ha sido presentado en la seccién 1.3.
Ademads de las rutinas auxiliares recoloca, maxindex y optimo, y las geométri-
cas generalconcirc y circint, también se han elaborado las subrutinas chara2 y
chara3 para determinar el correspondiente punto cuando éste viene determina-
do por 2 de los puntos dados o para el caso en el que venga determinado por
3 de ellos. Todas estas subrutinas se detallan a continuacién.
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7.4.1. La subrutina recoloca

Esta subrutina técnica se ha disefiado para ser llamada por la rutina charalam.

00 function salida=recoloca(A,B)

01 [ma,nal=size(A); [mb,nbl=size(B);filas=[];
02 for j=1:ma

03 for k=1:mb

04 cuantos=(A(j,:)==B(k,:));

05 if sum(cuantos)==3 filas=[filas kI;
06 end

07 end

08 end

09 filas=sort(filas);

10 B(filas,:)=[]; salida=[A;BI;

7.4.2. La subrutina maxindex

Esta subrutina técnica se ha disefiado para ser llamada por la rutina charalam.

00 function salida=maxindex(posible,Q)

01 [mq,nql=size(Q); valores=[I;

02 for k=1:mq

03 valores=[valores Q(k,3)*...
sqrt((posible(1)-Q(k, 1)) 2+(posible(2)-Q(k,2))A2)1;

04 end

05 [maximo,indice]=max(valores);

06 salida=[maximo,indicel;

7.4.3. La subrutina optimo

Esta subrutina técnica se ha disefiado para ser llamada por la rutina charalam.

00 function respuesta=optimo(punto,Q)

01 valores=[]; [m,n]=size(Q):

02 for k=1:m

03 valores=[valores Q(k,3)*...
sqrt((punto(1)-Q(k,1))A2+(punto(2)-Q(k,2))"2)I;

04 end

05 [maximo,indice]l=max(valores);

06 if valores(1)==max(valores) respuesta=1;

07 else respuesta=0;

08 end
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7.4.4. La subrutina generalconcirc

La instruccién generalconcirc(u,Pr) determina los puntos de interseccién de la
recta cuya ecuacion general es u(l)-x+u(2)- y+u(3)=0, siendo u=[u(1) u(2)
u(3)1, con la circunferencia de centro el punto P y de radio r. Si no hubiera nin-
gun punto comun, la instruccién devuelve la matriz vacia.

00 function Q=generalconcirc(u,P,r)

01 d=(u(N)*P(1)+u(2)*P(2)+u(3))/sqrt(u(1)"2+u(2)72);

02 if abs(d)>r Q=[J;

03 else Q(1,:)=[P(1)-d/sqrt(u(1)A2+u(2)A2)*u(1) ...
P(2)-d/sqrt(u(1)A2+u(2)72)*u(2)]1+...
sqrt(ri2-dA2)/sqri(u(1)A2+u(2)A2)*[-u(2),u(N)];

04 Q2,)=[P(1)-d/sqrt(u(1)A2+u(2)72)*u(1) ...
P(2)-d/sqrt(u(1)A2+u(2)A2)*u(2)]-...
sqrt(rr2-dA2)/sqri(u(1)A2+u(2)A2)*[-u(2),u(D)];

05 end

06 Q=unique(Q,'rows’);

7.4.5. La subrutina circint

La instruccién circint(p0,q0,r0,p1,q1,r1) determina los puntos de intersecciéon
de dos circunferencias, siendo el centro y el radio de la primera (p0,q0) y rO res-
pectivamente, y (p1,91) y r1 el centro y el radio de la segunda. Si no hubiera
ninglin punto comun o las circunferencias fuesen iguales, la instruccién devuel-
ve la matriz vacia.

00 function Q=circint(p0,q0,r0,p1,91,r1)

01 M=sort([sqrt((p0-p1)"2+(q0-q1)"2) r0 r11);Q=I];
02 if any([p0,q0]~=[p1,q1]) & M(3)<=(M(2)+M(1))
03 if q0>q1 x0=p1;y0=q1;50=r1;x1=p0;y1=q0;s1=r0;
04 else x0=p0;y0=q0;s0=r0;x1=p1;y1=q1;s1=r1;

05 end

06  k=sqrt((x0-x1)A2+(y0-y1)A2);

07 b=acos((s172-s0"2-kA2)/(2*s0*k));

08 d=acos((x1-x0)/k):

09 Q=[x0-s0*cos(d-b) y0-s0*sin(d-b)];

10 if M3)<(M2)+M(1)) Q=[Q;x0-s0*cos(d+b) y0-sO*sin(d+b)];
11 end

12 end
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7.4.6. La subrutina circunc

La instruccién circunc(A,B,C) determina el centro de la circunferencia pasa por los
puntos A, By C, en el caso en el que dichos puntos no estén alineados.

00 function P=circunc(A,B,C)
01 if det([1 1 1;A(1,1) B(1,1) C(1,1);A(1,2) B(1,2) C(1,2)])==0
P=[I;

02 else

03 P=[det([1 1 1;A(1,NA2+A(1,2)A2 B(1,1)"\2+...
B(1,2)A2 C(1,1)"M2+C(1,2)A2;...
A(1,2) B(1,2) C(1,2)1)/2*det([1 1 1;A(1,1) B(1,1)
C(1,1); A(1,2) B(1,2) C(1,2)D),...
det([1 1 1T;:A(1,1)A2+A(1,2)A2 B(1,1)"\2+...
B(1,2)A2 C(1,1)"M2+C(1,2)A2;...
A(1,1) B(1,1) C(1,MDD/(-2*det([1 1 1;A(1,1) B(1,1)
C(1,1); A(1,2) B(1,2) C(1,2)D)I;

04 end

7.4.7. La subrutina chara2

Esta subrutina técnica se ha disefiado para ser llamada por la rutina charalam y
nos permite determinar la solucién del problema “minimax" en el caso en el que
éste venga determinado por 2 de los puntos dados.

00 function sol=chara2(P,w)
01 sol=(w(1)/(W(1)+w@2))*P(1,:)+(W(2)/(W(1)+w2)*P(2,:);

7.4.8 La subrutina chara3

Esta subrutina técnica se ha disefiado para ser llamada por la rutina charalam y
nos permite determinar la solucién del problema “minimax" en el caso en el que
éste venga determinado por 3 de los puntos dados.

00 function sol=chara3(P,w)

01 M=[P w'];

02 M1=min(M(:,3))*ones(3,1);
03 comp=M1~=M(:,3);

04 if sum(comp)==1

05 M1=sortrows([M comp],4);
06 M=M1(:,1:3);

07 else

08 M=flipud(sortrows(M,3));
09 end

10 w=M(;,3)";
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11 if w(2)~=w(3)

12 Centrol=w(2)A2/(w(2)"2-w(3)"2)*M(2,1:2)-...
w(3)N2/(W(2)N2-w(3)72)*M(@3,1:2);

13 R1=w(2)*w(3)/abs(w(2)A2-w(3)"2)*...
sqrt((M(2,1)-M(3,1)A2+(M(2,2)-M(3,2))2);

14 if w(1)~=w(2)

15 Centro2=w(1)A\2/(W(1)N2-w(2)A2)*M(1,1:2)-...
w(2)A2/(W(1)A2-w(2)A2)*M(2,1:2);

16 R2=w(1)*w(2)/abs(w(1)A2-w(2)A2)*...
sqri((M(1,1)-M(2,1))72+(M(1,2)-M(2,2))72);

17 Posible=circint(Centro1(1),Centro1(2),R1,...
Centro2(1),Centro2(2),R2);

18 else

19 A=M(2,1)-M(1,1); B=M(2,2)-M(1,2);

20 C=-((M(1,1)+M@2,1))*A+(M(1,2)+M(2,2))*B)/2;

21 Posible=generalconcirc([A B C],Centro1,R1);

22 end

23 elseif w(1)~=w(2)

24 A=M(3,1)-M(2,1); B=M(3,2)-M(2,2);

25 C=-((M@2,1)+M(3,1)*A+(M(2,2)+M(3,2))*B)/2;

26 Centro1=w(1)N2/(w(1)A2-w(2)"2)*M(1,1:2)-...
w(2)A2/(W(NA2-w(2)A2)*M(2,1:2);

27 R1=w(1)*w(2)/abs(w(1)A2-w(2)A2)*...
sqrt((M(1,1)-M(2,1))72+(M(1,2)-M(2,2))"2);

28 Posible=generalconcirc([A B C],Centro1,R1);

29 else Posible=circunc(M(1,:),M(2,:),M(3,2));

30 end

31 [m,n]=size(Posible);

32 if m==1 sol=Posible;

33 else

34 r1=(Posible(1,1)-M(2,1))A2-(Posible(1,2)-M(2,2))72;

35 r2=(Posible(2,1)-M(2,1))72-(Posible(2,2)-M(2,2))"2;

36 if r1<r2 sol=Posible(1,:);

37 else sol=Posible(2,:);

38 end

39 end
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7.4.9 La rutina charalam

La instruccién charalam(Pw) devuelve la solucién al problema “minimax” para
los puntos cuyas coordenadas vienen especificadas por las filas de la matriz P y
los pesos asociados a cada uno de dichos puntos constituyen las componentes
del vector w, habiendo sido utilizada en su construccién el algoritmo que apa-
rece en (Charalambous, 1982).

00 function sol=charalam(P,w)
01 sol=[1; M=[1;Q=[P";w]’;
02 candidato=chara2(Q(1:2,1:2),Q(1:2,3)"); nf=2;
03 while isempty(sol)
04 comprueba=maxindex(candidato,Q);
05 if comprueba(2)==1 sol=[candidato comprueba(1)];nf=0;
06 elseif nf==2;
07 M=[Q(1:2,:);Q(comprueba(2),:)];
08 M=recoloca([M(3,:)]1,M);
09 candidato=chara2([M(1,1:2):M(2,1:2)],IM(1,3) M(2,3)]);
10 if optimo(candidato,M)==1 Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)],Q);
11 else M=recoloca([M(3,:)],M);
12 candidato=chara2([M(1,1:2);M(2,1:2)1,IM(1,3) M(2,3)]);
13 if optimo(candidato,M)==1 ...
Q=recoloca([M(1,:):M(2,)1,Q);
14  else nf=3; candidato=chara3(M(:,1:2),(M(:,3))");
15  Qs=recoloca(M,Q);
16 end
17 end
18 elseif nf==3; comprueba=maxindex(candidato,Q);
19 if comprueba(2)==1 sol=[candidato comprueba(1)];nf=0;
20 else M=[Q(1:3,:);Q(comprueba(2),:)];
21 M=recoloca([M(4,:)],M);
22 candidato=chara2([M(1,1:2):M(2,1:2)1,IM(1,3) M(2,3)]);
23 if optimo(candidato,M)==1 nf=2;
24 Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)1,Q);
25 else M=recoloca([M(4,:)],M);
26  candidato=chara2([M(1,1:2);M(2,1:2)],...
[M(1,3) M(2,3)D);
27  if optimo(candidato,M)==1 nf=2;
28 Q=recoloca([M(1,:);M(2,:)1,Q);
29  else M=recoloca([M(4,:);:M(2,:)1,M);
30 candidato=chara2([M(1,1:2); M\(2,1:2)],...
[M(1,3) M(2,3)]);
31 if optimo(candidato,M)==1 nf=2;
32 Q=recoloca([M(1,:):M(2,)1,Q);
33 else candidato=chara3([M(1,1:2);M(2,1:2);...
M(@3,1:2)1,IM(1,3) M(2,3) M(3,3)D);
34 if optimo(candidato,M)==1 nf=3;
35 Q=recoloca([M(1,:);M(2,:);M(3,:)1,Q);
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36 else M=recoloca([M(4,:)1,M);

37 candidato=chara3([M(1,1:2);M(2,1:2);...
M(3,1:2)1,IM(1,3) M(2,3) M(3,3)D);

38 if optimo(candidato,M)==1 nf=3;

39 Q=recoloca([M(1,:);M(2,:);M(3,:)1,Q);

40 else
41 nf=3;
42 Q=recoloca([M(1,:);M(@3,:);M(4,)1,Q);
43 end
44 end
45 end

46 end

47 end

48 end

49 end

50 end

7.5. La rutina undesirable

En esta dltima seccién, construiremos una rutina que genere una tabla con las
coordenadas de los puntos candidatos a ser solucién del problema ordenado de
localizacion de centros no deseados que abarca nuestro trabajo, cuando nos res-
tringimos a una regién poligonal y para el caso en el que la norma utilizada sea
la euclidea. También se han elaborado las subrutinas gréaficas pintamedia y
wplot, que serdn presentadas més adelante, que nos permitirdn visualizar los
resultados comodamente.

Para la implementacién de esta rutina, se han disefiado las subrutinas
técnicas quitarep, isinpoly, inconvex e intermedia y también serdn presentadas
mas adelante.

Basandonos en los resultados obtenidos en el capitulo anterior (ver
principio del capitulo 6), el conjunto de puntos candidatos lo podemos construir
determinando:

- por una parte, los puntos del interior de la region poligonal dada que
pertenezcan al interior de la envolvente convexa determinada por las
poblaciones afectadas y a dos mediatrices ponderadas que se intere-
sequen transversalmente (y obtenidos con la subrutina candinterior),

- y por otra, los puntos que pertenezcan a alguna mediatriz pondera-
da e intersequen transversalmente a la frontera de la regién poligo-
nal dada (y obtenidos con la subrutina candfrontera).
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7.5.1. La subrutina quitarep

La instruccién quitarep(A,tol), disefiada para ser llamada por undesirable, nos
permite eliminar las filas iguales de la matriz A, entendiendo como filas igua-

les

las que la diferencia de sus componentes es menor que el pardmetro de

tolerancia tol.

00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11

function A=quitarep(A,tol)
if isempty(A)~=1
A=sortrows(A);
x=A(1,2); k=2;
while k<=size(A,1)
if norm(x-A(k,:),inf)<tol
Ak,)=I[];
else
x=A(k,:); k=k+1;
end
end
end

7.5.2. La subrutina isinpoly

La instruccion isinpoly(X,A), disefiada para ser llamada por undesirable, devuel-
ve 1 6 0 seglin que el punto X pertenezca o no al poligono determinado por los
puntos de la matriz A. Para ello, el poligono ha de quedar a la izquierda cuan-

do

00
01
02

03
04
05

06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16

se recorren los puntos de la matriz A.

function output=isinpoly(X,A)
[m,n]=size(A); suma=0;
if size(unique([unique(A,'rows');X], rows"))==...
size(unique(A,'rows")) output=1;
else A(m+1,)=A(1,2);
for k=1:m
u=A(k,:)-X; v=A(k+1,:)-X; num=u(1)*v(2)-u(2)*v(1);...
den=u(1)*v(1)+u(2)*v(2);
if den==
if num>0 add=1/2;
else add=-1/2;
end
elseif num==0 & den<0 add=1;
elseif num<0 & den>0 add=atan(num/den)/pi;
elseif num<0 & den<0 add=-1+atan(num/den)/pi;
elseif num>0 & den<0 add=1+atan(num/den)/pi;
else add=atan(num/den)/pi;
end
suma=suma-+add;



CAPITULO VII: Implementaciones

17 end

18 if suma<=1 output=0;
19 else output=1;

20 end

21 end

7.5.3. La subrutina inconvex

La instruccion inconvex(P,Z), disefiada para ser llamada por undesirable, devuel-
ve 1 6 0 segln que el punto Z pertenezca o no a la envolvente convexa deter-
minada por los puntos de la matriz P.

00 function isinconvex=inconvex(P,Z)
01 Q=[1; X=P(:,1); Y=P(:,2);

02 indices=convhull(X,Y);

03 [m,n]=size(indices);

04 P=P(indices(1:m-1),:);

05 if isinpoly(Z,P)==1 isinconvex=1;
06 else isinconvex=0;

07 end

7.5.4. La subrutina intermedia

La instruccién intermedia(P1,P2,w1,w2,P3,P4,w3,w4,region), disefiada para
ser llamada por undesirable, determina los puntos de cortes transversales de la
mediatriz ponderada correspondiente a los puntos P1y P2 con pesos w1y w2
con la mediatriz ponderada correspondiente a los puntos P3 y P4 con pesos w3
y w4 y que ademds se encuentren dentro de la regién poligonal determinada
por los puntos de la matriz region, siendo tal region la que queda a la izquierda
al recorrer los puntos de la citada matriz.

00 function puntos=intermedia(P1,P2,w1,w2,P3,P4,w3,w4,region)

01 puntos=[J;

02 if wl==w2 & w3==w4

03 primero=[(P1+P2)/2;(P1+P2)/2+[P1(2)-P2(2) P2(1)-P1(1II;

04 segundo=[(P3+P4)/2;(P3+P4)/2+[P3(2)-P4(2) P4(1)-P3(1II;

05 cortes=interec(primero(1,:),primero(2,3),...
segundo(1,:),segundo(2,:));

06 cortes=[cortes;cortes];

07 elseif wl==w2 & w3~=w4

08 cortes=generalconcirc([P2(1)-P1(1) P2(2)-P1(2) ...
(P1(NA24P1(2)A2-P2(1)A2-P2(2)72)/2],...
W3A2/(W3A2-w4N2). *P3-w4A2/(W3A2-w4N2).*P4,...
w3*w4*sqrt((P3(1)-P4(1))A2+(P3(2)-P4(2))"2)/ ...
abs(w3A2-w4A2)):
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09 elseif wi~=w2 & w3==w4

10 cortes=generalconcirc([P4(1)-P3(1) P4(2)-P3(2) ...
(P3(1)A24+P3(2)A2-P4(1)A2-P4(2)12)/2],...
WIA2/(WIA2-W2A2). *P1-w2A2/(W1A2-w2/2).*P2,...
w1*w2*sqrt((P1(1)-P2(1)A2+(P1(2)-P2(2))2)/ ...
abs(w1/2-w2A2));

11 else

12 cortes=circint(w1A2/(w1A2-w2A2)*P1(1)-...
W2A2/(W1A2-w2A2)*P2(1),...
WIA2/(WIA2-W2A2)*P1(2)-w2A2/(W1A2-w2A2)*P2(2),...
w1*w2*sqrt((P1(1)-P2(1)A2+(P1(2)-P2(2))A2)/...
abs(w1/2-w2A2),...
W3N2/(W3A2-waN2)*P3(1)-waN2/(w3A2-wa4A2)*P4(1),...
W3A2/(W3A2-waN2)*P3(2)-w4A2/(W3A2-wa4A2)*P4(2),...
w3*w4*sqrt((P3(1)-P4(1))A2+(P3(2)-P4(2))2)/ ...
abs(w3/2-w4A2));

13 end

14 [m,n]=size(cortes);
15 if m==

16 fori=1:2;

17 if isinpoly(cortes(i,:),region)==
18 puntos=[puntos; cortes(i,:)];

19 end

20 end

21 puntos=quitarep(puntos,10/(-5));
22 end

7.5.5. La subrutina candinterior

La instruccién candinterior(P,Q,w), llamada por undesirable, determina los can-
didatos a solucién (segun los resultados del principio del capitulo 6) de los pro-
blemas de localizacién de un centro no deseado que sean interiores a la regién
poligonal determinada por los puntos de la matriz Q, siendo tal region la que
queda a la izquierda al recorrer los puntos de la citada matriz. Las poblaciones
afectadas vienen determinadas por los puntos de la matriz P y sus pesos respec-
tivos figuran como componentes del vector w.

00 function candinterior=candinterior(P,Q,w)
01 matriz=[]; permuta=[];

02 candinterior=[l;

03 probarcon=[];[m,n]=size(P);

04 for i=1:m

05 matriz=[matriz; P(i,:) w(i)];

06 end

07 [m,n]=size(matriz);

08 k=nchoosek(m,2);
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09 for i=1:m-1

10 for j=i+1:m

11 permuta=[permuta; matriz(i,:) matriz(j,:)];
12 end

13 end
14 for i=1:k-1
15 for j=i+1:k

16 probarcon=[probarcon; permuta(i,:) permutagj,:)];

17 end

18 end

19 for i=1:nchoosek(nchoosek(m,2),2)

20 aspirante=intermedia(probarcon(i,1:2),...
probarcon(i,4:5),probarcon(i,3),probarcon(i,6),...

probarcon(i,7:8),probarcon(i,10:11),probarcon(i,9),...

probarcon(i,12),Q);
21 [a,b]=size(aspirante);
22 forl=1:a
23 if inconvex(Paspirante(l,:))==1
24 candinterior=[candinterior; aspirante(l,:)];
25 end
26 end
27 end
28 candinterior=quitarep(candinterior,10(-5));

7.5.6. La subrutina candfrontera

La instruccion candfrontera(P,Q,w), llamada por undesirable, determina los can-
didatos a solucién (segln los resultados del principio del capitulo 6) de los pro-
blemas de localizacion de un centro no deseado que pertenezcan a la frontera
de la regién poligonal determinada por los puntos de la matriz Q, siendo tal
region la que queda a la izquierda al recorrer los puntos de la citada matriz. Las
poblaciones afectadas vienen determinadas por los puntos de la matriz P y sus
pesos respectivos figuran como componentes del vector w.

00 function candfrontera=candfrontera(P,Q,w)

01 candfrontera=[],

02 Qc=I[Q; Q1,91

03 [mq,nql=size(Qc);

04 [mp,npl=size(P);

05 for k=1:mg-1

06 for i=1:mp-1

07 for j=i+1:mp

08 if w(i)~=w(j)

09  centro=w(i)A2/(w(i)A2-w()A2)*P(i,:)-...
w2/ (w(iA2-w()A2)*P(j,:);

10 r=w(@*w(j)*sqrt((P(i,1)-P(j,1))"2+...

187 «



> 188

Un Modelo Multicriterio de Localizacién de Centros No Deseados con Pesos

(P(i,2)-P(j,2))"2)/abs(w(i)A2-w(j)"2);

11 u=[Qc(k+1,2)-Qc(k,2) Qc(k,1)-Qc(k+1,1) ...
Qc(k+1,1)*Qc(k,2)-Qc(k,1)*Qc(k+1,2)];

12 aspirante=generalconcirc([u(1) u(2) u@3)],...
w(i)A2/(W(@iA2-w(j)A2). *P(i,:)-...
W()A2/(W(i)A2-w(j)2).*P(j,’), ...
w(i)*w(j)*sqrt((P(i,1)-P(j, 1) 2+...
(P(i,2)-P(j,2))"2)/abs(w(i)A2-w(j)A2));

13 else primero=(P(i,:)+P(j,:))/2+...
[P(j,2)-P(i,2),P(i,1)-P(, 1],

14 segundo=(P(i,:)+P(j,:))/2-...
[P(j,2)-P(i,2),P(i,1)-P(, DI,

15 aspirante=interec(Qc(k,:),Qc(k+1,:),...
primero,segundo);

16 end

17  orden=sort([Qc(k,1),Qc(k+1,1)]);

18 [rsl=size(aspirante);

19 for t=1:r

20  if (aspirante(t,1)<=orden(2) & ...
aspirante(t,1)>=orden(1))
candfrontera=[candfrontera; aspirante(t,:)];

21  end

22 end

23 end

24 end

25 end

26 candfrontera=quitarep(candfrontera, 10/(-5));

7.5.7. La subrutina wsaame

La instruccion wsaame(P,X,u,w), llamada por undesirable, determina el valor de
la funcién objetivo asociada al criterio determinado por el vector u, en cada uno
de los puntos de la matriz X, siendo las poblaciones afectadas las determinadas
por los puntos de la matriz P y sus pesos respectivos figuran como componen-
tes del vector w. La sustitucion de la linea 07 por cualquiera de las lineas comenta-
das (precedidas por el caracter % y que corresponden respectivamente a la |||,

[Ills y a cualquier otra que se almacene con el nombre otranorma) nos permi-
tirfa construir el mapa de colores (utilizando la instruccién wplot presentada a
continuacion) para visualizar el comportamiento de la funcién objetivo asociada

a cualquier criterio seleccionado.

00 function T=wsaame(P,X,u,w)
01 T=[I;

02 [a,bl=size(P);

03 [c,d]=size(X);

04 for i=1:c
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05 v=[I;

06 for k=1:a;

07 v = [v w(k)*sqrt((X(i,1)-P(k,1))"2+...
(X(i,2)-P(k,2)A2)1;
%v=[v w(k)*(@abs(X(i,1)-P(k,1)+...
% abs(X(i,2)-P(k,2))1;
%v=[v w(k)*((@abs(X(i,1)-P(k, 1))"5+...
% (abs(X(i,2)-P(k,2))A5)N(1/5)]1;
%v= [v, w(k)*otranorma(X(i,1)-P(k,1),...
% X(i,2)-P(k,2))1;

08 end,;

09 T=[T sort(v)*u'l;

10 end;

7.5.8. La subrutina wplot

La instruccion wplot(P,Q,u,w,a,b), llamada por undesirable, genera una salida
grafica representando los valores de la funcion objetivo asociada al criterio
determinado por el vector u para la norma seleccionada en la rutina wsaame
anterior, siendo P una matriz con las coordenadas de las poblaciones afectadas,
Q una matriz con los vértices de la regién poligonal factible, siendo tal region la
que queda a la izquierda al recorrer los puntos de la citada matriz, el vector w
los pesos correspondientes a cada poblacion y a'y b dos escalares indicando las
divisiones a considerar en los ejes X e Y respectivamente. Los valores de la fun-
cién objetivo se corresponden con la barra de colores que aparece a la derecha
de la gréafica.

00 function wplot(P,.Q,u,w,a,b)

01 maximos=max(Q); minimos=min(Q);maximovalor=0;

02 [x,y]=meshgrid(minimos(1):(maximos(1)-minimos(1))/a:...
maximos(1),...
minimos(2):(maximos(2)-minimos(2))/b:maximos(2));

03 [m,n]=size(x);

04 for i=1:m

05 forj=1:n

06 if isinpoly([x(i,j),y(i,))]1,Q)~=1 z(i,j)=NaN;

07 else z(i,j)=wsaame(P,[x(i,j),y(i,j)l,u,w);

08 if z(i,j)>maximovalor maximovalor=z(i,j); end

09 end

10 end

11 end

12 surf(x,y,z); shading interp; hold on; view([0,90])

13 colormap(1-(jet/2)); colorbar; axis equal;

14 plot3(P(:,1),P(:,2),T+maximovalor+0.*P(:,1),"*');)

15 Qc=[Q; Q(1,9];

16 plot3(Qc(:,1),Qc(:,2),1+maximovalor+0.*Qc(:,1))
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7.5.9. La subrutina pintamedia

Esta rutina, llamada desde la rutina undesirable que se presentard a continua-
cién, nos permite completar la grafica obtenida con wplot, incluyendo en la
misma las mediatrices ponderadas asociadas a cualquier par de poblaciones, ele-
gidas de entre las indicadas en la matriz P siendo los pesos asociados los deter-
minados por el vector w.

00 function pintamedia(P,Q,w,h)

01 [m,n]=size(P);maximos=max(Q); minimos=min(Q);

02 xmax=maximos(1);xmin=minimos(1);

03 ymax=maximos(1); ymin=minimos(1);

04 hold on; axis equal; axis([xmin xmax ymin ymax])

05 for i=1:m-1

06 for j=i+1:m

07 if w(i)==w())

08 if P(i,1)-P(j,1)==0

09 plot3([(P(i,1)+P(j,1))/2,(P(i,1)+P(},1))/2],...
[ymin,ymax],[h h],'g")

10 else primerpar=[(P(i,:)+P(j,:))/2;...
(PGi,:)+P(,:0)/2+...
[P(i,2)-P(j,2) P(j,1)-P(i, DII;

11 primero=interec(primerpar(1,:),primerpar(2,:),...
[xmin ymin],[xmin ymax]);

12 segundo=interec(primerpar(1,:),primerpar(2,:),...
[xmax ymin],[xmax ymax]);

13 if isempty(primero)~=1 & isempty(segundo)~=1

14 plot3([primero(1) segundo(1)],...

[primero(2) segundo(2)1,[h h],'g")

15 end
16 end
17 else

18  centro=w(i)"2/(w(i)"2-w(j)N2)*P(i,:)-...
w(A2/(w(i)N2-w(2)*P(j,:);

19 radio=w(i)*w(j) *sqrt((P(i,1)-P(, TN 2+...
(P(i,2)-P(j,2))A2)/abs(w(i)A2-w(j)2);

20 t=0:pi/60:2*pi;

21 plot3(centro(1)+radio*cos(t),...
centro(2)+radio*sin(t),h+0.*t,'g");

22 end

23 end

24 end

25 plot3(P(:,1),P(:,2),h+0.*P(:,1),"*")
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7.5.10. La rutina undesirable

Por altimo, la rutina undesirable(P, Q,w,u,a,b) resuelve el problema ordenado de
localizacién de un centro no deseado dentro de una regién poligonal, siendo P
una matriz con las coordenadas de las poblaciones afectadas, Q una matriz con
las coordenadas de los vértices la region poligonal, ordenados de tal forma que,
al recorrer la matriz, la regiéon quede a la izquierda del sentido de la marcha, w
el vector de pesos asociados a cada poblacion y u el vector asociado al criterio
elegido. Devuelve una tabla con las coordenadas de los puntos candidatos y los
correspondientes valores de la funcién objetivo. Ademds utiliza las rutinas ante-
riores pintamedia y wplot para generar una salida grafica con un mapa de colo-
res dividiendo la regién indicada, un nimero a de veces en el eje X'y b veces en
el eje Y.

Para el vector asociado al criterio, y siendo m el niimero de poblacio-
nes afectadas, podemos utilizar el vector u=[1 -1 zeros(1,m-2)] para obtener el
diagrama de Voronoi, el vector u=[1 zeros(1,m-1)] para resolver el problema
“maximin” y u=ones(1,m) para resolver el problema “maxisum”.

00 function undesirable(P.Q,w,u,a,b)

01 interiores=candinterior(P,Q,w);

02 frontera=quitarep([candfrontera(P,Q,w);Q],10/(-5));

03 candidatos=quitarep([interiores;frontera], 10/(-5));

04 valores=wsaame(P,candidatos,u,w);

05 [candidatos’;valores]’

06 [maximo,indice]l=max(valores);

07 wplot(P,Q,u,w,a,b); hold on;

08 extrdcho=max(Q); extrizq=min(Q);

09 xmax=extrdcho(1);xmin=extrizq(1);

10 ymax=extrdcho(1); ymin=extrizq(1);

11 axis equal; axis([xmin xmax ymin ymax])

12 plot3(P(:,1),P(:,2),maximo+0.*P(:,1),"*"); hold on;

13 pintamedia(P,Q,w,maximo); hold on

14 if isempty(interiores)~=1

15 plot3(interiores(:,1),interiores(:,2),...
maximo+0.*interiores(:,1),'k.");

16 end

17 if isempty(frontera)~=1

18 plot3(frontera(:,1),frontera(:,2),...
maximo+0.*frontera(:,1),'k.");

19 end

20 plot3(candidatos(indice,1),candidatos(indice,2),maximo,'rh")

21 Qc=[Q;Q(1,:)]; plot3(Qc(:,1),Qc(:,2),maximo+0.*Qc(:,1))

22 X=P(:,1); Y=P(:,2);indices=convhull(X,Y);

23 plot3(X(indices),Y(indices),maximo+0. *indices)
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Conclusiones, aportaciones y trabajos futuros

Estas ultimas péginas estdn dedicadas a presentar un breve resumen en el que reco-
gemos las conclusiones y las aportaciones mas relevantes de este trabajo e indica-
mos algunas lineas abiertas de investigacion que seran abordadas en el futuro.

En este trabajo hemos abordado el problema de localizacién de cen-
tros no deseados en el plano, restringiendo el conjunto de soluciones factibles a
una region cerrada y acotada. A modo de introduccién y motivacion, en los dos
primeros capitulos hemos realizado un rapido recorrido por los problemas genera-
les de localizacion, desde los resultados relacionados con los problemas mas clési-
cos, que también se denominan problemas de localizacién de centros deseados,
hasta los resultados mas relevantes de la bibliografia, de entre los que hemos
destacado los que se centran en los problemas de localizacién de centros no
deseados.

En el capitulo tercero se hace una primera aproximacion al problema,
abordéndolo a través del concepto de dominancia que nos sirve, en general, para
eliminar ciertas regiones del conjunto inicial, observando que, para los puntos de
tales regiones, podemos encontrar otros que son preferibles por todas y cada una
de las poblaciones afectadas y hemos impuesto esta condicion como requisito
para la eleccién de cualquier criterio coherente con el que determinar una ubica-
cién 6ptima para un centro no deseado. La conclusion a la que hemos llegado en
dicho capitulo es que podemos restringir nuestra busqueda de soluciones 6pti-
mas en la region factible, a los puntos de su frontera y a los puntos que perte-
nezcan a la envolvente convexa de las poblaciones afectadas por el centro a ins-
talar, aunque en esta primera reduccién de puntos candidatos a solucion éptima
todavia nos encontramos con infinitos puntos en nuestra regién de busqueda.

En el cuarto capitulo hemos construido una funcién objetivo general
que nos permite modelar, como casos particulares, los principales problemas de
localizacién de centros no deseados que existen en la bibliografia, establecién-
dose los criterios mas usuales en términos de dicha funcién y, aproximando la
regién factible por una poligonal, hemos obtenido un conjunto de puntos can-
didatos a ser una solucién éptima de nuestro problema a través de ciertas con-
diciones expresadas en términos de igualdades para las distancias ponderadas a
las poblaciones consideradas. Asi, los puntos candidatos de la frontera de la
region factible son los vértices de dicha region o aquellos otros puntos que equi-
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distan ponderadamente de dos poblaciones afectadas, mientras que los puntos
interiores de la region son aquellos que se obtienen como interseccién de dos
de dichas mediatrices ponderadas. Una ventaja que presenta esta caracteriza-
cién del conjunto de puntos candidatos es que es independiente de la particu-
larizacién que, al especificar los criterios considerados, hagamos de los corres-
pondientes parametros de la funcion. Esto supone que, una vez determinados
dichos puntos, basta con evaluar sobre ellos la funcién objetivo asociada a cada
uno de dichos criterios, pudiendo asi optar por la soluciéon mas admisible y el cri-
terio que la genera.

También hemos observado que pueden existir soluciones 6ptimas fuera
de nuestro conjunto de puntos candidatos, aunque en tal caso, existe alguna en
tal conjunto que es tan preferible como aquella. En el quinto capitulo hemos pro-
bado que esta situacion no se puede presentar siimponemos la condicién de que
la distancia considerada provenga de una norma estrictamente convexa. En este
caso, hemos puesto de manifiesto que cualquier solucién éptima pertenece al con-
junto caracterizado anteriormente a través de mediatrices ponderadas.

La naturaleza de la distancia empleada condicionara el cumplimiento
de ciertas propiedades geométricas y topologicas de tales mediatrices y, por
tanto, el que el conjunto de puntos candidatos sea finito o no. En el caso parti-
cular mas extendido en el que la distancia utilizada sea la que proviene de la
norma euclidea, hemos demostrado que dicho conjunto es finito e igualmente
sucede para normas elipticas. Es decir, para regiones factibles poligonales, el
conjunto formado por la unién del conjunto de los vértices de la regién consi-
derada, del conjunto de puntos de la frontera de dicha region que equidistan
ponderadamente de dos poblaciones afectadas y el conjunto de los puntos inte-
riores que se obtienen como interseccion dos mediatrices ponderadas corres-
pondientes a dos pares de poblaciones distintas, es finito. Esto nos conduce a un
algoritmo con una complejidad computacional de orden O (m*), siendo m el
numero de poblaciones afectadas que nos permite determinar la soluciéon de
cualquier problema de este tipo.

Sin embargo, la mayoria de los problemas de localizacién de centros
no deseados son problemas de decision multicriterio en los que se establecen
varios criterios de interés. Un procedimiento usual en la toma de decisiones mul-
ticriterio consiste en la construccion de un nuevo criterio a partir de la suma
ponderada de los considerados, asociando a cada uno de ellos un peso positivo
que refleja la importancia que el decisor asigna a cada uno de ellos.

Cuando todos los criterios considerados se expresan mediante la espe-
cificacién de los correspondientes parametros de la funcién objetivo propuesta,
hemos demostrado que la solucién correspondiente al problema multicriterio
ponderado se encuentra también en el conjunto de puntos candidatos que
hemos caracterizado. Ademas, hemos analizado en este trabajo cuél es la utilidad
de considerar el problema multicriterio y atribuir pesos a las poblaciones en fun-
cion del nimero de habitantes de las mismas, pues tanto la determinacién del cri-
terio como la eleccién de los pesos dependen de la naturaleza del problema que



CAPITULO VIII: Conclusiones, aportaciones y trabajos futuros

deseemos resolver y asi, a modo de ejemplo y con la ayuda de las rutinas en
MaTLAB que hemos construido y cuyos codigos también se ofrecen, hemos apli-
cado los resultados de nuestro trabajo tanto a diversos ejemplos teéricos como a
un caso concreto en el que la region de referencia es la comunidad auténoma
andaluza considerando todas las poblaciones de més de 50.000 habitantes.

Finalmente, como lineas de investigacién de trabajos futuros, nos
proponemos

- determinar un conjunto de puntos candidatos cuando utlizamos
normas poligonales en la construccion de la funcion objetivo al
modelar el impacto sobre cada poblacién de un centro no deseado.

aplicando la metodologia aqui expuesta, determinar la ubicacion
optima de otros objetos geométricos, tales como segmentos ancla-
dos (especialmente util en localizacién de rutas de transportes de
mercancias peligrosas), cuadrados, rectdngulos, poligonos o circulos
(instalacién de complejos industriales que ocupan una gran exten-
sién con respecto a la regién donde hay que instalarla), siendo esta
linea sobre la que actualmente estamos trabajando.

explorar cémo han de realizarse las asignaciones de los pesos aso-
ciados a las distintas poblaciones en un problema real si se desean
considerar diversos criterios y la posibilidad de utilizar este mismo
procedimiento cuando los pesos pueden tomar valores positivos o
negativos, lo que nos permitiria tratar el problema de localizacién de
centros atractivos y repulsivos a la vez, problema éste de interés
pues existen servicios que unas poblaciones querrian tenerlos cerca
y otras lejos.

en colaboracién con el grupo de investigacion en el que participo,
trabajamos en la busqueda de otros algoritmos basados en redes
neuronales e intentaremos aplicar nuestro modelo a casos practicos
concretos, siguiendo, por ejemplo, la linea de colaboracién abierta
con sede en Fuengirola del Instituto Espafiol de Oceanografia.
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Este trabajo se enmarca dentro de los
denominados problemas de
localizacion, cuyo objetivo es la
determinacion de la ubicacion éptima,
dentro de una regién dada, para
instalar un centro de servicios que
afectard .de una u otra forma a un
conjunto' de ndcleos de poblacion.
A partir de la segunda mitad del siglo
XX y como consecuencia de'la
Revolucion Industrial, empezaron a
proliferar centros de servicio o de
almacenamiento que, aun siendo
imprescindibles, pueden tener
consecuencias negativas para la salud
o el medio ambiente. Como ejemplos
actuales, podemos citar como centros
de este tipo a las centrales nucleares,
cementerios de residuos toxicos o
radioactivos, fabricas contaminantes
ambiental o acUsticamente, plantas
de tratamiento de desechos de centros
urbanos (vertederos), o incluso
cualquier otro tipo de instalaciones
que generan un rechazo colectivo
(justificado o no) en las poblaciones
colindantes'tan pronto como son
conocedoras de su posible ubicacion
(cérceles, centros para el tratamiento
y srehabilitacion de personas
drogodependientes, ..9). La

determinacion de la ubicacion 6ptima -

para instalar un centro’de este'tipo

——-dotaa‘estos problemas de una

marcada.jcomponente social o
medioambiental.

El-modelo gue aqui proponemos
~permite-abordar, a través de.una teoria
unificada, una amplia familia de
problemas de localizacion de centros
no deseados, detérminando un
conjunto de posibles ‘ubicaciones
dentro del cual podemos garantizar
que existe'la solucioh para todos,y
cada, uno de los /problemasique
nuestro modelo'admite. Ademas, €s
suficientemente flexible permitiehdo
asi ‘una: mayorprecision..en--el
modelado;, tanto del tejido'social como
del impacto medioambiental,.en cada
caso concreto.
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