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Introducion

1.1. Problemas planteados

En el campo del muestreo en poblaciones finitas
son numerosas las aportaciones que pueden hacerse a
los métodos de estimacion con informacion auxiliar de
parametros lineales y no lineales. Por ejemplo, en los lti-
mos afios han surgido nuevas metodologias para obtener
estimadores mas precisos usando informacion auxiliar.
Estas nuevas metodologias son los estimadores de cali-
bracion (Deville y Sarndal, 1992) y el método de verosimili-
tud empirica (Cheny Sitter, 1999). De estas metodologias,
el método de verosimilitud empirica tiene un buen compor-
tamiento asintotico y empirico, pero a causa de su reciente
aparicion, existen bastantes situaciones donde no ha si-
do analizado. En este trabajo se plantean diversos esce-
narios (presencia de datos faltantes, estimacion de la fun-
cion de distribucion bajo un enfoque basado en el disefio
muestral, etc) donde este método no habia sido exami-
nado, se estudian sus propiedades mas importantes y se
comprueba su eficiencia desde el punto de vista teorico y
empirico.

Por otro lado, los métodos clasicos estudiados en
muestreo de poblaciones finitas se han centrado en la es-
timacion de parametros lineales como la media o el total.
En las Ultimas décadas se ha estado tratando el problema
de la estimacion de la funcion de distribucion por diversos
autores, pero este no es el caso de la estimacion de los
cuantiles, los cuales no han sido definidos ni analizados
en algunas situaciones, como por ejemplo en los disefios
muestrales mas complejos, etc. De este modo, en este
trabajo se pretende plantear y estudiar la estimacion de
los cuantiles en aquellas situaciones que aunque son mas
complejas no son las menos utilizadas, puesto que son los
disefios muestrales empleados por la mayoria de los orga-
nismos y agencias estadisticas, investigaciones sociales
y econdmicas, etc. Ademas, los cuantiles son muy utiliza-
dos en estos organismos por la informacion que recogen
y para obtener medidas de gran importancia para el in-
terés de una nacion, como por ejemplo la estimacion de
las lineas de pobreza, proporcion de bajos ingresos, etc.

Existen determinados problemas para algunos de los
estimadores de cuantiles que han sido propuestos en la
literatura del muestreo. En primer lugar, varios de los es-
timadores de la funcion de distribucion no cumplen las
propiedades de una verdadera funcion de distribucion,
mientras que existen otros estimadores que dependen es-
trictamente de un modelo de superpoblacion. En algunas
ocasiones, puede ocurrir que no exista ningin modelo que
se ajuste suficientemente bien a la poblacion en estudio,
por lo que una perspectiva basada en el disefio muestral
resultaria mas apropiada.
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En resumen, los objetivos que se persiguen en este
trabajo son: (i) analizar el método de verosimilitud empiri-
ca en campos no tratados (estimacion de la funcion de
distribucion desde una perspectiva basada en el disefio
muestral y usando una aproximacion modelo-asistida,en
presencia de datos faltantes, estimacion de cuantiles, etc),
(i) estudiar el comportamiento de los cuantiles en disefios
mas complejos (muestreo en dos ocasiones con proba-
bilidades desiguales o con mdltiples variables auxiliares,
muestreo bifasico, etc).

1.2. Objetivos
aportes a
muestreo

cientificos vy
la teoria del

A continuacion se indica como se distribuye el pre-
sente texto y se comenta de forma breve los principales
objetivos cientificos y las aportaciones a la teoria del
muestreo en poblaciones finitas.

En la siguiente seccion se describe el marco de traba-
jo general seguido a lo largo del texto y se dan algunos
conceptos basicos de la teoria del muestreo en poblacion
finitas. El objetivo es familiarizarse con la notacion y con-
ceptos que van a ser usados en todo el texto.

En la teoria de muestreo en poblaciones finitas el ob-
jetivo principal de cualquier metodologia es la de mejo-
rar las estimaciones de los parametros en estudio en el
sentido de construir nuevos estimadores que, para el mis-
mo tamafio muestral, tengan menor error de estimacion,
lo que implica mayor precision en las estimaciones de los
parametros, o equivalentemente, tengan el mismo error
que los ya conocidos pero con un menor tamafio mues-
tral, lo que produce una disminucion en el coste real de
la realizacion de la encuesta. Existen dos procedimien-
tos para intentar mejorar las precisiones de las estima-
ciones. Por un lado, se pueden emplear nuevas técnicas
de estimacion y por otro, usar métodos de muestreo mas
complejos que utilicen méas informacion (muestreo en oca-
siones sucesivas, etc), o que la informacion auxiliar sea
mas fiable (muestreo bifasico), etc. La primera de estas
técnicas se lleva a cabo en el Capitulo 2, en donde se
pone a prueba el método de verosimilitud empirica como
método de estimacion, mientras que la segunda técnica
se aplica en el Capitulo 3 para el problema de la esti-
macion de cuantiles.

Como se ha comentado, el método de verosimilitud
empirica se desarrolla en el Capitulo 2 bajo distintos es-
cenarios. Esta reciente metodologia obtiene estimadores
tan eficientes (ver Chen y Sitter, 1999, Wu, 2002, Rue-



da, Mufioz, Berger, Arcos y Martinez 2006, etc.) como los
utilizados clasicamente en muestreo de poblaciones fini-
tas, lo que lo convierte en una alternativa valida a usar en
las encuestas por muestreo, puesto que si el escenario es
el apropiado puede ayudar a obtener estimaciones mas
eficientes, reducir costes en las encuestas, etc. En la Sec-
cion 2.2 se recopilan los principales aspectos y resultados
del método de verosimilitud empirica. Ademas, bajo esta
metodologia se plantean varias situaciones de un interés
relevante en la teoria del muestreo, de los que destacan
el problema de los datos faltantes y la estimacion de la
funcién de distribucion y cuantiles.

Cuando se realiza un estudio mediante encuestas o
cualquier otro procedimiento, es usual encontrarse en pre-
sencia de datos faltantes, que vienen dados por parte
del entrevistado o por cualquier otra circunstancia (pérdi-
da casual de informacion, errores en la etapa de mani-
pulacion de datos, etc). Ante tal problema, una técnica
frecuentemente utilizada es eliminar del estudio a aque-
llos individuos que presentan datos faltantes en alguna de
sus variables. El inconveniente principal de esta técnica es
el incremento del sesgo en las estimaciones. Otra técnica
habitualmente utilizada es la imputacion, que presenta el
inconveniente de obtener en algunas ocasiones inferen-
cias no validas como consecuencia de considerar los va-
lores imputados como si éstos fueran valores verdaderos.

En la Seccion 2.3 se propone un camino alternativo
para el tratamiento de los datos faltantes que no necesita
eliminar del estudio a ningun individuo, aprovechando to-
da la informacion que se tiene en la muestra. Este proce-
dimiento se desarrolla bajo el método de verosimilitud
empirica. Se estudian las propiedades tebricas y mediante
un estudio de simulacion, se contrasta la precision de
los estimadores propuestos con otros estimadores cono-
cidos y también disefiados para el tratamiento de datos
faltantes. Véase también Rueda, Mufioz, Berger, Arcos y
Martinez (2006).

El problema de la estimacion de la funcion de distribu-
cion es un tema actual y muy importante del muestreo en
poblaciones finitas, por tratarse de una funciobn que per-
mite determinar las caracteristicas mas importantes de
la poblacion en estudio, proporcionando informacion re-
levante acerca del comportamiento global de la poblacion.
Sin duda, los estimadores estudiados clasicamente en la
teoria del muestreo, como totales, medias, proporciones
y varianzas, no ofrecen tanta informacion como la funcion
de distribucion. El problema de la estimacion de cuantiles
y de otros parametros de tipo no funcional queda resuelto
con el conocimiento de la funcion de distribucion, puesto
que éstos pueden obtenerse mediante inversion directa de
la funcion de distribucion. Ademas, permite obtener medi-
das importantes como las lineas de pobreza, proporcion
de bajos ingresos, etc. y son muy utiles en investigaciones
de tipo social o econémico. Debido a la importancia de es-
tos parametros en algunas investigaciones o estudios, se
debe disponer de buenos métodos y técnicas para obte-
ner las mejores estimaciones posibles.

Bajo la aproximacion modelo-calibrada, Chen y Wu
(2002) propusieron estimadores de la funcion de distribu-
cion usando el método de verosimilitud empirica. Por otro
lado, estos estimadores estan basados en informacion
auxiliar a través de un Gnico punto del conjunto de valores

para los que se define la funcién de distribucion, presen-
tando el problema de obtener estimaciones menos pre-
cisas cuando el argumento en el que se evalla la funcion
de distribucion se encuentra bastante alejado del punto
considerado para la variable auxiliar. Por tanto, estos esti-
madores presentan dos inconvenientes principalmente: (i)
es necesario el conocimiento y el uso de un modelo de
superpoblacion para los datos muestrales del estudio y (ii)
se hace un uso poco eficiente de la informacion aukxiliar.

Asumiendo el método de verosimilitud empirica, en
la Seccion 2.4 se propone un estimador modelo-asistido
para la funcion de distribucion basado en un uso efectivo
de la informacion auxiliar. Este estimador sera mas efi-
ciente cuanto mayor sea la correlacion entre las variables
auxiliares y la variable principal. Ademas, no resulta nece-
sario el conocimiento de un modelo de superpoblacion,
puesto que el estimador propuesto no es dependiente del
modelo. El uso efectivo de la informacion auxiliar se jus-
tifica porque el estimador propuesto esta basado en tres
puntos perfectamente repartidos en el recorrido de valo-
res en donde se define la funcion de distribucion, de mo-
do que, independientemente del valor donde se evalle la
funcion de distribucion, este valor estara cercano a alguno
de los tres puntos, obteniendo estimaciones mas precisas
para la funcion de distribucion. Esto permitira también
mejorar la calidad de la estimacion de los cuantiles y de
aquellos otros parametros relacionados con éstos y que
suelen obtenerse en las grandes instituciones estadisti-
cas. Una propiedad deseable de un estimador de la fun-
cion de distribucion, es que éste sea por si mismo una ver-
dadera funcion de distribucion. Este es otro punto impor-
tante a la hora de obtener estimadores eficientes para los
cuantiles poblacionales. Notamos que el estimador pro-
puesto también posee esta propiedad.

En el Capitulo 3 se analiza el problema de la esti-
macion de cuantiles bajo distintos esquemas de muestreo
frecuentemente usados en la practica, varios métodos de
estimacion y por Gltimo, usando el método de verosimilitud
empirica.

La Seccion 3.2 resuelve el problema de la estimacion
de cuantiles en muestreo bifasico cuando las muestras
en cada una de las fases son seleccionadas median-
te cualquier disefio muestral, con probabilidades iguales
0 desiguales. Se proponen varios estimadores de tipo
directo, razbn y exponencial que proporcionan estima-
ciones Optimas para un determinado cuantil. Se analizan
propiedades importantes de estos estimadores tales co-
mo la insesgadez, estimacion de varianzas, etc. Como
caso particular, se investiga también el muestreo bifasico
aplicado a la estratificacion, disefio muestral que ofrece
importantes ganancias en eficiencia debido a los bene-
ficios que produce el muestreo estratificado. Todas es-
tas propiedades se ven desde un punto de vista teori-
co, aungue el analisis de los estimadores se completa
con estudios empiricos llevados a cabo para los cuartiles
y bajos distintos disefios muestrales con probabilidades
desiguales. En términos de sesgo y de eficiencia relati-
va, estos estudios reflejan que los estimadores propues-
tos mejoran a otros estimadores disefiados en muestreo
bifasico.

La mayoria de las investigaciones llevadas a cabo por
los organismos nacionales de estadistica son periodicas,
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es decir, se repiten a intervalos regulares de tiempo. Ba-
jo este escenario, es aplicable la metodologia propuesta
en la Seccion 3.3 para estimar cuantiles en muestreo en
dos ocasiones, lo que puede permitir obtener una mayor
precision en la etapa de estimacion como se ha compro-
bado desde el punto de vista tedrico y practico. Esta in-
vestigacion se ha llevado a cabo, por un lado, para el caso
de mdltiples variables auxiliares, y por otro, bajo el uso de
un disefio muestral arbitrario, siendo varios los objetivos
cientificos y aportes a la teoria del muestreo, puesto que
los métodos tradicionales de estimacion en muestreo de
ocasiones sucesivas se han centrado en el problema de
la estimacion de parametros lineales. Para el caso de la
estimacion de cuantiles, la situacion es bastante diferen-
te, y solo recientemente este campo ha sido tratado por
los estudios de investigacion. En cualquier caso, los es-
tudios existentes estan basados nicamente en muestreo
aleatorio simple y utilizan s6lo la variable de interés en la
fase de estimacion, o bien solo estan disefiados para una
Unica variable auxiliar.

En la Seccion 3.4 se plantea el problema de la
estimacion de cuantiles mediante estimadores modelo-
asistidos basados en el método de verosimilitud empiri-
ca. La aplicacion de estos estimadores a la estimacion de
algunas medidas de pobreza también se discute dentro
de esta seccion. Debido a la complejidad natural de los
cuantiles y principalmente de las medidas de pobreza que
se manejan, se propone usar la técnica bootstrap para el
problema de la estimacion de las varianzas de los esti-
madores. En los numerosos estudios empiricos llevados
a cabo, puede observarse que tanto los estimadores pro-
puestos como las estimaciones de las varianzas presen-
tan un buen cumplimiento en términos de sesgo y eficien-
cia relativa.

Una valoracion global de los resultados obtenidos
asi como las principales conclusiones de todos los estu-
dios de este texto se resumen en el Capitulo 4.

El texto se completa con una serie de apéndices de
consulta sobre varios aspectos relacionados con los estu-
dios llevados a cabo. Asi, el Apéndice A recoge las prin-
cipales propiedades y caracteristicas de las poblaciones
finitas que han sido usadas en los estudios de simulacion.
Ademas de un breve resumen estadistico de los datos de
estas poblaciones, se muestran los diagramas de disper-
sion de tales poblaciones.

Por Gltimo, notar que todos los estudios de simulacion
se han llevado a cabo mediante el lenguaje de progra-
macion R. Todos los procedimientos y funciones para ob-
tener en R tanto los estimadores propuestos en este texto
como el resto de estimadores para cada disefio muestral
estan disponibles en el Apéndice ?72.

Son numerosas las razones por las que se ha usa-
do este software. En primer lugar, es un lenguaje intui-
tivo con una gran cantidad de argumentos estadisticos
que facilitan la implementacion de los estimadores pro-
puestos. Otros programas como M athematica, Matlab,
C + +, etc., carecen de tales procedimientos estadisticos.
Por otro lado, es un paquete que destaca por su rapidez
y que permite obtener el mayor nUmero de simulaciones
en menor tiempo. R es un lenguaje de programacion gra-
tuito y disponible a cualquier usuario, al contrario de otros
especificos de estadistica como SAS, que debido a sus

altas licencias esta Gnicamente disponible, en la mayoria
de los casos, a las grandes empresas. El dispositivo grafi-
co que dispone Ry su compatibilidad con S — PLUS son
otros argumentos que hacen que la mayoria de los inves-
tigadores en el campo del muestreo en poblaciones fini-
tas prefieran el uso de este software. Sirva de ejemplo
los articulos publicados en este sentido (por ejemplo Wu,
2005) asi como las conferencias internacionales sobre el
programa R que también se estan abriendo paso, como la
segunda conferencia internacional de usuarios de R que
se celebro6 del 15 al 17 de junio de 2006 en Viena, Austria.
De hecho, el gran auge que esta teniendo este software
hace que se estén introduciendo dia a dia nuevos proce-
dimientos y paquetes estadisticos.

1.3. Notacion vy
basicos

conceptos

En esta seccion se describe el marco de trabajo usual
en el ambito del muestreo de poblaciones finitas. Ademas,
se introducen algunos conceptos basicos y la notacion
comln que se sigue a lo largo del texto.

Se denomina poblacion a un conjunto de unidades del
gue se desea obtener cierta informacion. Esta poblacion
se denota como U, es finita y contiene N elementos dis-
tintos e identificados, es decir, U = {1,...,4,...,N}.

En la poblacion U es posible medir o contar en cada
unidad una o varias caracteristicas o variables, o clasificar
sus unidades de acuerdo a ellas. A partir de estos resul-
tados se puede llegar al conocimiento de valores como la
media, el total, la proporcion, funcion de distribucion, etc.,
a los que se denomina parametros poblacionales. La me-
dia, el total, etc., son parametros lineales, mientras que la
funcion de distribucion, cuantiles, etc., son parametros no
lineales.

Existen dos estrategias posibles para la recopilacion
de datos: (i) examinar todas las unidades de la poblacion,
es decir, realizar un censo, y (i) examinar, segun
unos planes establecidos con anterioridad, unas pocas
unidades de la poblacion que son representativas, es de-
cir, obtener una muestra, y suponer que de los resulta-
dos obtenidos se infieren a las caracteristicas de toda la
poblacion.

En la practica, determinados parametros pobla-
cionales son desconocidos y no pueden calcularse me-
diante un censo. Por esta razon, se recurre a una mues-
tra para estimar estos parametros poblacionales. Asi, una
muestra es un subconjunto de unidades, s, de U selec-
cionados de acuerdo con un disefio de muestreo especifi-
co, d, que asigna una probabilidad conocida, p(s), tal que
p(s) > 0 para todo s € S, donde S es el conjunto de las
posibles muestras sy ¢ p(s) = 1. El valor de la media,
total, proporcion o funcion de distribucion obtenido a partir
de la muestra se denomina estimador del correspondiente
parametro poblacional.

Dentro de esta poblacion interesa estudiar ciertas ca-
racteristicas de una variable de estudio, interés o principal
denominada y. Las variables auxiliares son aquellas, que
sin ser objeto de estudio, son usadas para varios fines, co-
mo por ejemplo, para la seleccion de unidades en la mues-
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tra, mejorar las estimaciones, etc. Asociado al elemento ¢
de la muestra se conoce exactamente y sin error el va-
lor de la caracteristica de interés, esta cantidad se deno-
tara como y,. Para P variables auxiliares, el vector de va-
riables auxiliares viene dado por X = (X1,...,Xp,...,Xp),
donde x, = (z1p,...,Tip,...,TNp)". S€ asume que estas
variables auxiliares también son conocidas para aquellos
individuos seleccionados en la muestra. En algunas oca-
siones, se supone que los totales o medias poblacionales
de las variables auxiliares son conocidos, es decir, las
cantidades X = (X1,...,Xp) 0 X = (X1,...,Xp) SON
conocidas, donde X, = >N i,y X, = N7V N 24,

La probabilidad de inclusion de primer orden asocia-
das al plan de muestreo d para un individuo 7, 7;, indica
la probabilidad que tiene este individuo de pertenecer a
la muestra s. Asimismo, 7;; indica la probabilidad de que
ambas unidades i y j pertenezcan a la muestra s. A esta
cantidad se le llama probabilidad de inclusion de segundo
orden. Otras cantidades que seran usadas son los pesos
basicos del disefio d; = !, A;; = my; — mim;, etc.

De este modo, los principales parametros pobla-
cionales desconocidos en la practica y que habra que es-
timar son la media poblacional de la variable de interés,

_ 1 X
Y:N;yu

el total poblacional,

N
Y = th
i=1

la funcion de distribucion,

L
Fy(t) = N 25(t —¥i),

y el cuantil para un orden 8 (0 < 8 < 1),
Qu(B) = F, ' (B) = inf{t | F,(t) > B},

donde 4(-) es la funcion indicadora que toma el valor
§(a) =1sia > 0yd(a) = 0enotrocasoy F, '(-) de-
nota la funcion inversa de Fy ().

Sin ningdin tipo de informacion auxiliar, la media pobla-
cional de la variable de interés, Y, suele estimarse me-
diante el estimador de tipo Hortviz-Thompson

Yur = % Z diyi-

i€s

(1.1)

Para el caso de la estimacion de la funcion de distribucion,
este estimador viene dado por

~ 1
Fury(t) = 5 > did(t— ),

i€s

(1.2)

aungue suele usarse el estimador de tipo Hajek que es
una verdadera funcion de distribucion. Este estimador
viene dado por

ﬁHKy(t) = Z d;o(t — yi),

i€s

(1.3)
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donde d; = di/} ., d;. El cuantil de orden 3 puede es-
timarse directamente mediante la inversion de este Gltimo
estimador, esto es,

Quicy(B) = Fryje,(B) = inf{t | Fury(t) > 5}, (1.4)

APORTACIONES A LOS METODOS DE ESTIMACION DE PARAMETROS LINEALES Y NO LINEALES CON INFORMACION AUXILIAR



2. El método de verosimilitud empirica

El método de verosimilitud empirica para la estimacion
de parametros fue propuesto en Chen y Qin (1993),
aunque fueron Chen y Sitter (1999) quienes establecieron
las bases teodricas principales de este método, y partir de
las cuales se han basado todos los estudios posteriores.
En este capitulo se investiga esta técnica reciente en dife-
rentes campos del muestreo en poblaciones finitas.

En la Seccion 2.2 se recogen los principales aspec-
tos de esta metodologia para el caso de la estimacion
de la media poblacional, pueden verse las propiedades
asintéticas mas importantes y los diferentes tipos de es-
timadores basados en cada una de las perspectivas de
estimacion.

En cualquier estudio es usual encontrarse con el pro-
blema de datos faltantes. En la Seccion 2.3 se propone
usar un estimador basado en el método de verosimilitud
empirica como solucion al problema de la existencia de
datos faltantes (véase también Rueda, Mufioz, Berger, Ar-
cos y Martinez 2006).

La estimacion de la funcion de distribucion mediante
el método de verosimilitud empirica se estudia en la Sec-
cion 2.4. Se propone usar la aproximacion modelo-asistida
para obtener tal estimador, y se hace un uso eficiente de la
informacion auxiliar al estar basado el estimador en varias
variables auxiliares y en varios puntos de estimacion.

2.1. Introduccion

En la teoria del muestreo en poblaciones finitas, el ob-
jetivo principal de un método determinado para la obten-
cion de estimadores o de cualquier disefio muestral es el
de mejorar las estimaciones de los parametros en estu-
dio en el sentido de construir nuevos estimadores que,
para el mismo tamafio muestral, tengan menor error de
estimacion, lo que implica mayor precision en las esti-
maciones de los parametros, o equivalentemente, tengan
el mismo error que los ya conocidos pero con un menor
tamafio muestral, lo que produce una disminucion en el
coste real de la realizacion de la encuesta.

Por estas razones fundamentalmente, la metodologia
del muestreo en poblaciones finitas precisa de nuevas
aportaciones que abaraten los costes de los estudios o
investigaciones estadisticas, se mejoren las estimaciones
desde el punto de vista de la eficiencia o sesgadez y se
dispongan, en general, de mejores propiedades.

Es conocido que segin la informacion que se utilize
en la etapa de estimacion de parametros, se tienen dos
caminos para intentar mejorar la precision de las estima-
ciones: por un lado, utilizar disefios muestrales mas com-
plejos (muestreos estratificados, por conglomerados, poli-

etapicos, adaptativos, etc.) basados Unicamente en los
datos de la caracteristica de interés, y por otro lado, em-
plear las metodologias propias de la teoria del muestreo
en poblaciones finitas basadas en el uso de informacion
auxiliar. Esta informacion auxiliar, dada a través de un vec-
tor de variables auxiliares, debe estar altamente correla-
cionada con la caracteristica de interés para poder obte-
ner mayor precision en la etapa de estimacion. Estas dos
alternativas se pueden combinar para perseguir el objetivo
de obtener mejores estimaciones, es decir, usar disefios
muestrales mas complejos en métodos de estimacion de
parametros que utilicen informacion auxiliar es una opcion
muy atractiva en la materia que nos ocupa (véase Hedayat
y Sinha, 1991).

El método de verosimilitud empirica, que se desarrolla
a largo de este capitulo, permite combinar las dos ideas
anteriores y es bastante eficiente como se ha compro-
bado tanto desde el punto de vista teérico como empiri-
co (véase Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999, Zhong,
2000, Cheny Wu, 2002, Sitter y Wu, 2002, Wu, 2003, Wu,
2004a, 2004c, Rueda y Mufioz, 2005, 2006a, 2006d, etc.).

Los primeros métodos que incorporan informacion au-
xiliar en la fase de estimacion son los llamados méto-
dos indirectos de estimacion, entre los que destacan los
conocidos métodos de razon, diferencia y regresion. Es-
tos estimadores no siempre garantizan que se produzca
una disminucion del error de muestreo respecto a los esti-
madores que no usan informacion auxiliar. Esta ganancia
en precision depende en mayor medida de la relacion en-
tre las variables auxiliares y la variable objeto de estudio,
del buen uso de las hip6tesis que se supongan para em-
plear un procedimiento u otro, y de que dichas hipotesis
se ajusten en mayor o menor medida al problema real.

Los estimadores anteriores se basan Unicamente en
los datos muestrales, es decir, utilizan un enfoque basa-
do en el disefio muestral. Recientemente, en muestreo se
esta utilizando la perspectiva basada en modelos (ver p.e.
Pérez, 2002 y Sanchez-Crespo, 2002) y la nueva aproxi-
macion modelo-calibrada (Wu y Sitter, 2001). Estas apro-
ximaciones se basan en modelos de superpoblacion y
son dependientes de dichos modelos. El objetivo de es-
tos métodos es obtener estimaciones mas precisas, re-
sultados mas concluyentes en la comparacion de estrate-
gias, producir estrategias Optimas, obtener propiedades
asintbticas mas atractivas, etc., pero cuando el esquema
de trabajo esta perfectamente identificado con un mode-
lo de superpoblacion. Bajo esta perspectiva cobra espe-
cial importancia el uso de variables auxiliares cuyos va-
lores tienen que ser conocidos para todos los individuos
de la poblacion. Por tanto, para poder usar este enfoque
se debe conocer el adecuado modelo de superpoblacion
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asociado a los datos de la poblacion en estudio. En re-
sumen, estas aproximaciones son mas eficientes que el
enfoque basado en el disefio muestral cuando el mo-
delo de superpoblacion se ajusta bien, y pueden llegar
a obtener propiedades no deseables, como inferencias
no validas, cuando se usa un modelo de superpoblacion
errbneo. En consecuencia, para llegar a cabo estas apro-
ximaciones, seria conveniente obtener mas informacion:
el modelo de superpoblacion apropiado y todos los valo-
res de las variables auxiliares para todos los individuos
de la poblacion. Cuando no se dan estas circunstancias,
puede resultar mas apropiado un método de estimacion
basado en el disefio muestral.

Una alternativa intermedia entre los métodos anterio-
res y la clasica estimacion basada en disefios, es la apro-
ximacion modelo-asistida. Esta consiste en usar un mode-
lo de superpoblacion para obtener una estimacion de un
determinado parametro poblacional, y entonces, usar éste
Gltimo en la etapa de estimacion. Sin perdida de eficien-
cia, la ventaja de este estimador es que sus estimaciones
no son dependientes del modelo de superpoblacion, per-
mitiendo obtener inferencias validas independientemente
de si el modelo resulta ser apropiado o no para los datos
de la poblacion de estudio. El conocido estimador de re-
gresion generalizado (Cassel et al., 1976, Sarndal, 1980),
los estimadores de calibracion (Deville y Sarndal, 1992,
Théberge, 1999, Wu y Luan, 2003) y el propio estimador
de verosimilitud empirica (Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter,
1999) pueden ser categorizados como aproximaciones
modelo-asistidas.

Son dos los métodos para obtener estimadores que
han aparecido recientemente: los estimadores de ca-
libracion y los de verosimilitud empirica. Los primeros
fueron propuestos por Deville y Sarndal (1992), y desde
entonces se han comprobado sus propiedades teoricas,
se han obtenido numerosas modificaciones, y se ha exten-
dido el método a diversos esquemas de muestreo, siendo
todos los resultados obtenidos bastante satisfactorios.

El método de verosimilitud empirica para la esti-
macion de parametros es mas novedoso que el método
de calibracion. Fue propuesto en Chen y Qin (1993) para
muestreo aleatorio simple, aunque el auge y el interés de
esta metodologia se produce en 1999 cuando Cheny Sit-
ter plantean el método para cualquier disefio muestral. Al
igual que el método de calibracion, este método permite
incorporar informacion auxiliar de una o varias variables
adicionales, y se puede plantear tanto desde una perspec-
tiva modelo-asistida, como desde la reciente aproximacion
modelo-calibrada (Wu y Sitter, 2001).

Los estimadores de verosimilitud empirica para la me-
dia poblacional basados en el disefio muestral y bajo la
aproximacion modelo-calibrada, seran vistos en la Sec-
cion 2.2. Las principales propiedades asintoticas de es-
tos estimadores podran también consultarse en esta sec-
cion. Notese que el método de verosimilitud empirica usa
la aproximacion modelo-asistida para determinar un de-
terminado parametro o variable, y posteriormente se basa
en el disefio muestral para determinar los estimadores.
Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, en este ca-
S0 nos referiremos como aproximacion modelo-asistida o
aproximacion basada en el disefio muestral.

Todos los métodos generales de estimacion de
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parametros asumen que no existen datos faltantes en la
muestra. Cuando existen observaciones perdidas en la
muestra, la solucion mas simple es eliminar aquellos indi-
viduos con observaciones incompletas y restringir el estu-
dio a los individuos que presentan observaciones comple-
tas para todas las variables. De este modo, con este con-
junto de observaciones se puede aplicar cualquier técnica
de estimacion de parametros. Una consecuencia de este
método es la reduccion de individuos en la muestra res-
pecto a la muestra planificada, lo que produce mayores
sesgos en las estimaciones y mayor varianza muestral.
Usando el método de verosimilitud empirica, en la Seccion
2.3 se proponen estimadores para el problema de datos
faltantes con buenas propiedades asint6ticas y empiricas.
Estos estimadores aprovechan todas las observaciones
muestrales, estén éstas completas o incompletas para las
variables del estudio.

Otro tema de actualidad en muestreo es el proble-
ma de la estimacion de la funcion de distribucion. Los
estudios se han centrado clasicamente en la estimacion
de parametros poblacionales de tipo puntual, como to-
tales, medias, proporciones y varianzas. La estimacion
de la funcion de distribucién es un campo muy impor-
tante al tratarse de una funcion que permite determinar
las caracteristicas mas importantes de la poblacion en
estudio, proporcionando informacion relevante acerca del
comportamiento global de la poblacion. Obtener buenos
estimadores para tal funcion no es tan simple como en el
caso de los estimadores puntuales. Para este problema,
un buen estimador, F(t), ha de cumplir las propiedades
basicas de una verdadera funcion de distribucion:

1. lim F(t)=0 lim F(t) = 1.

t——o0 t—+o0

2. ﬁ(t) es no decreciente, es decir, V t; < t2 se verifi-

ca F(t1) < F(ty).

3. Dadot > t", lim, F(t) = F(t").

Varios de los estimadores propuestos en la literatura
del muestreo en poblaciones finitas no satisfacen todas
estas propiedades y no son, por tanto, funciones de dis-
tribucion. Por ejemplo, la funcion de distribucion estimada
mediante el método de calibracion no cumple los requisi-
tos necesarios para ser una verdadera funcion de distribu-
cion.

En la Seccion 2.4 se propone un estimador modelo-
asistido para la funcion de distribucion basado en el
disefio muestral que cumple estas propiedades y goza de
una excelente ganancia en eficiencia como consecuencia
de un uso efectivo de la informacion auxiliar. Estas son dos
ventajas importantes de este estimador propuesto basado
en el método de verosimilitud empirica. En esta seccion,
también pueden consultarse los principales estimadores
de verosimilitud pseudo empirica modelo-calibrados para
la funcion de distribucion.

En resumen, este capitulo ofrece una descripcion de-
tallada del método de verosimilitud empirica en la esti-
macion de la media o total de la poblacion. El objetivo de
este analisis es mostrar de forma sencilla como se cons-
truye este estimador en distintos disefios muestrales y
para los distintos enfoques existentes en muestreo, cuales
son sus propiedades mas importantes y la relacion que
tiene con otros estimadores mas conocidos. Usando este
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esquema teorico, se aportan nuevas soluciones al proble-
ma de los datos faltantes y a la estimacion de la funcion
de distribucion.

2.2. Estimacion de la media
poblacional
2.2.1. Estimadores basados en el

disefio muestral

La metodologia de verosimilitud empirica fue usada
por Owen (1988, 1990, 1991), Molina y Skinner (1992),
etc, como un método para la construccion de regiones
de confianza con observaciones independientes. Owen
afirm6 que el estadistico de verosimilitud empirica tiene
una distribucién asintotica x?2, y por tanto se puede usar
para la estimacion de intervalos de confianza y contraste
de hipotesis. Qin y Lawless (1994, 1995) usan el método
de verosimilitud empirica para la estimacién puntual cuan-
do la informacion se incorpora a través de la maximizacion
de la funcion de verosimilitud empirica. A raiz de aqui,
este método se popularizé y una gran gama de desarro-
llos sobre verosimilitud empirica han sido descritos en el
reciente libro de Owen (2001) para distintos ambitos.

Historicamente el uso de verosimilitud empirica fue
propuesto por Hartley y Rao (1968), pero la primera apli-
cacion formal en muestreo para poblaciones finitas del
método de verosimilitud empirica se debe a Chen y Qin
(1993), que lo estudiaron bajo muestreo aleatorio simple.

A continuacion se detalla de forma breve la idea prin-
cipal del método de verosimilitud empirica para el pro-
blema de la estimacién de la media muestral de 3, Y =
Nt Zf\’:l vi, Y para muestreo aleatorio simple. En este
caso, el estimador usual es el estimador de tipo Hortviz-
Thompson, dado por

yHT:%Zyi:Z%yi-

i€s i€s

2.1)

En la expresion (2.1) se observa que el estimador usa n
puntos y; de la muestra con el mismo peso (1/n) para
estimar el parametro. Puede ocurrir que ciertas observa-
ciones y; sean mas determinantes que otras para el cal-
culo del parametro. Bajo estas circunstancias es conve-
niente darle a las observaciones mas determinantes un
mayor peso que aquellas que son menos influyentes para
estimar el valor del parametro. Esta es la idea de los es-
timadores de verosimilitud empirica, es decir, pretenden
cambiar los pesos 1/n por otros pesos p;, i = {1,...,n},
con el objetivo de mejorar la estimacion del parametro. Las
variables auxiliares juegan un papel importante en este
método, puesto que son usadas para obtener los nuevos
pesos.

Sea p; la masa de probabilidad de y;, con i € s. El es-
timador maximo verosimil empirico de Y se define como

Ypp = Z DiYi,
1€s

donde p;, ¢ = {1,...,n}, maximiza la funcion de verosimi-
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litud empirica, L(p) = [],., p: Sujeta a las restricciones

Zpi =1 (p;i>0),

i€s

Z PiX; = X
i€s
La informacion auxiliar se incorpora en la segunda restric-
cion. Esta expresion se justifica al asumir que los pesos
que dan una estimacion perfecta para X, deberian de dar
una buena precision en la estimacion de Y. Resulta razo-
nable asumir que las estimaciones seran mas eficientes a
medida que y y X presenten una relacion lineal mas fuerte.
Este problema de maximizacion con restricciones
puede resolverse mediante el método de los multipli-
cadores de Lagrange. Véase también, por ejemplo, Aitchi-
son y Silvey (1958), Hall (1990) y Hall y La Scala (1990).
Los estimadores de verosimilitud empirica se pueden
disefiar desde distintas perspectivas, siendo el investi-
gador quien debe decidir el modo de aplicar el método de
verosimilitud empirica. Algunos de los distintos enfoques
a través de los cuales se puede disefiar esta metodologia
son los siguientes:

(E1). Sustitucion de L(p).
En Chen y Qin (1993) se usa la funcién L(p) para
obtener los estimadores de verosimilitud empirica,
mientras que Chen y Sitter (1999) usaron el loga-
ritmo de esta funcion a nivel poblacional, esto es,
propusieron usar

2.2)

2.3)

N N
I(p) =log [ [ pi =) _ log(ps).
=1 =1

Notamos que el hecho de utilizar logaritmos no pro-
duce ningn cambio en las estimaciones al tratarse
la funcion logaritmo de una funcion estrictamente
creciente que conserva los puntos extremos de la
funcién original. La ventaja es una mayor facili-
dad para obtener estimaciones. El problema que se
plantea es como estimar I(p) a través de una fun-
cion eficiente 7(p). Tomando log(p;) como una va-
riable de la que se pretende estimar su total, este
planteamiento presenta facil solucion. Como se de-
talla en Cheny Sitter (1999) y para un determinado
disefio muestral general, [(p) se puede estimar a
través de la denominada log-funcion de verosimili-
tud pseudo empirica, dada por:

I(p) = Z d; log(pi),

donde d; son pesos béasicos que hacen que /(p) sea
insesgada bajo el disefio para I(p), es decir

Elip)] =E

> d; log(pi)} = Z log(pi) = U(p)-

i€s

Este cambio en la funcion de verosimilitud empirica
hace que esta técnica sea aplicable bajo un disefio
muestral general, a diferencia del método original
propuesto por Cheny Qin (1993) que esta disefiado

15



(E2).

(E3).
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exclusivamente para muestreo aleatorio simple. Ba-
jo este método de muestreo, ambas perspectivas
del método de verosimilitud empirica producen las
mismas estimaciones.

Sustitucion de la restriccion 3, piX; = X.

Al imponer que Y. . pix; = X, se estan con-
siderando valores para p; que proporcionan esti-
maciones perfectas para X, y podemos plantearnos
como de efectivo es el uso que se esta haciendo
de la informacion adicional a través de la condicion
anterior. Por este motivo, si la informacion auxiliar
X = (X1,...,Xp) €S conocida, una cuestion a pre-
guntarse seria: ¢Cual es la mejor expresion a usar
en la restriccion (2.3) para hallar el estimador de
verosimilitud empirica? . Para resolver esta pregun-

ta se ha definido la cantidad u; = wu(yi,x;), con
i = {1,...,N}, siendo u(-) una funcion conocida
de y; y de x; y que verifica
1 N
=1

De este modo, u; es una variable de calibracion que
reemplaza la expresion (2.3) por

| X
Ui =— > u; =0,
d.p N;

i€s

(2.4)

donde u; = x; — X. La cuestion que surge ahora es
como escoger u(-) para obtener estimadores mas
eficientes. En resumen, este método dispone de nu-
merosas alternativas o soluciones dependiendo de
la funcion u(-) escogida. Una eleccion apropiada de
esta funcion supondra mas exactitud en las estima-
ciones. El uso de la aproximacion modelo-calibrada
es una solucion 6ptima a este problema cuando no
pueda asumirse una relacion lineal entre y y x.

Utilizacion de la modelo-

calibrada.

En (E2) se usa una aproximacion modelo-asistida,
esto es, se asume una relacion lineal (aunque
pueden establecerse relaciones de otro tipo) para
determinar unos valores u; apropiados, y poste-
riormente, se realizan estimaciones basadas en el
disefio. Si la relacion entre la variable de interés y
y el vector de variables auxiliares x = (X1,...,Xp)
puede ser descrita a través de un modelo de su-
perpoblacion con una buena bondad de ajuste,
puede resultar (til el uso de estimadores modelo-
calibrados (Wu y Sitter, 2001) frente a los esti-
madores basados en el disefio. Esta aproximacion
consiste en asumir un determinado modelo de su-
perpoblacion, obtener los valores estimados para la
variable y mediante este modelo, y a continuacion
usarlos en la etapa de estimacion.

En este sentido, se han propuesto varios mo-
delos que dan lugar a los estimadores Optimos
modelo-calibrados. Estos usan el criterio de mini-
ma esperanza bajo el modelo de superpoblacion
de la varianza basada en el disefio para obtener
la solucién optima (véase por ejemplo los trabajos

aproximacion

de Godambe, 1955, Godambe y Thompson, 1973
y Cassel et al.,, 1976). Los estimadores modelo-
calibrados se desarrollan con detalle en la Seccion
2.2.3.

La perspectiva dada en Chen y Sitter (1999) es mas
apropiada como se ha comprobado en las investigaciones
posteriores. Ademas, puede ser aplicada a cualquier
disefio muestral, no estando limitada exclusivamente al
muestreo aleatorio simple. De este modo, los primeros pa-
sos antes de aplicar el método de verosimilitud empirica
son:

1. Enfocar el problema bajo un modelo de poblacion fi-
ja, es decir, basado en el disefio muestral y aplican-
do la aproximacion modelo-asistida, o bien, asumir
un modelo de superpoblacion para poder aplicar el
enfoque modelo-calibrado.

2. Determinar la funcion «(-) utilizada en la restriccion
(2.4). Para el enfoque basado en el disefio mues-
tral se suele usar u; = x; — X, mientras que bajo el
enfoque modelo-calibrado, la funcion u(-) es Gnica
y facilmente deducible a partir del modelo de super-
poblacion.

Estimadores bajo muestreo aleatorio simple

Una vez tenidas en cuenta estas consideraciones pre-
vias, empezaremos analizando el método de verosimilitud
empirica segin Chen y Qin (1993), el cual esta disefiado
para muestreo aleatorio simple.

Este estimador fue la primera aplicacion formal del
método de verosimilitud empirica en poblaciones finitas
para la estimacion de parametros lineales y usando infor-
macion auxiliar. Este planteamiento no se puede extender
a disefios muestrales mas complejos.

Segun Chen y Qin (1993), el uso de verosimilitud
empirica en el contexto de poblaciones finitas se puede
plantear de dos formas diferentes:

1. Si todos los valores de y; estan disponibles para
la poblacién en estudio, la funcion de verosimilitud
se define como L*(p) = [[Y, p;, donde p; es la
densidad de la observacion y;. En la practica es-
ta situacion no se va a presentar y lo mas usual
es que y; sea conocida para los individuos de la
muestra s. En tal caso la funcion de verosimilitud
empirica para cualquier muestra s, con s C S, se
define como L(p) = [],., p:, donde se requiere que
Y&, pi < 1. Este planteamiento fue propuesto por
Jagers (1986) y es el que se sigue en varios estu-
dios de estimacion de parametros en muestreo de
poblaciones finitas mediante verosimilitud empirica
(Cheny Qin, 1993, Zhong y Rao, 1996, etc).

2. Segln el esquema de muestreo propuesto por Hart-
ley y Rao (1968), los cuales consideraban que la va-
riable de interés s6lo puede tomar un nimero finito

de valores, es decir, y;, coni = {1,...,I}. Bajo es-
ta situacion, la poblacion media se define como:
I
_ N;

i=1
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donde N; es el nUmero de unidades en la poblacion
con caracteristica y;. Bajo muestreo aleatorio sim-
ple de tamafio n, la verosimilitud basada en el
disefio esta dada por una distribucion hipergeo-
métrica multidimensional:
N;
(o)

’NI):HT’
()

L(Ny,...

donde n; es el nUmero de unidades en la muestra
con la caracteristica y;. Cuando N — oo, N;/N —
pi, Y n/N — 0, la verosimilitud se puede aproximar
por una funcion de verosimilitud de una distribucion
multinomial, a saber:

IIp

11"11'1

Utilizando el primer planteamiento propuesto por
Jagers (1986), al maximizar L(p) sin usar informacion au-
xiliar, resulta p; = 1/n para cada i € s, y el estimador de
verosimilitud empirica esta dado por

YerL = Zﬁiyi = %Zy’ =Yur:

i€s 1€ES

coincidiendo con el estimador directo usual para la media
poblacional.

Cuando se dispone de alguna informacion auxiliar,
ésta puede usarse en la etapa de maximizacion de la fun-
cion de verosimilitud para obtener nuevos pesos p; que
produzcan estimaciones mas eficientes para la media.
Se asume que la informacion auxiliar disponible para la
poblacion verifica

1 N
— UVL'IO7
v

donde u; = u(ys, X;) €s una funcion conocida de y; y de
X; de vectores valuados. De este modo, el nuevo problema
consiste en maximizar L(p) sujeto a las restricciones:

sz' =1
i€Es
Zpiui =0.

i€s
Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, los
valores esperados para p;, con i € s, estan dados por:

(p:i 2 0), (2.5)

(2.6)

- 1

U @7

donde X es la solucion de la ecuacion
Z . -
t
o 1+ A\tu;

El estimador de verosimilitud empirica para la media
poblacional bajo muestreo aleatorio simple y usando la
metodologia de Chen y Qin (1993) esta dado por

YeL = Zﬁyz

i€s

(2.8)

(2.9)
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Asumiendo que la relacion entre y y el vector x es li-
neal, la funcion de calibracion usual viene dada por u; =
X; — X, en cuyo caso la restriccion (2.6) resulta ser

ZpiuL sz

i€s i€s

:Zpixi —sz‘i:

i€s i€s

= Z PiX; = Z
i€ES
que indica que las cantidades p; dan estimaciones perfec-
tas para X, y por tanto, deberian dar una buena aproxi-
macion para la media de variable de interés si la relacion
entre y y x es lineal.

Cuando u; = x; — X, las soluciones a las ecuaciones
(2.7) y (2.8) también son obtenidas por Hartley y Rao
(1968) a través de una aproximacion similar. Estos autores
demostraron que el estimador de regresion es asintética-
mente equivalente al estimador dado en (2.9). Un resulta-
do similar puede hacerse para el estimador de la media-
na propuesto por Kuk y Mak (1989) cuando u; = §(x <
My) — 0,5, siendo My la mediana de x, y 4(-) la funcion
indicadora que toma el valor §(a) = 1 sia > 0y el valor 0
en otro caso.

Puede ocurrir que la ecuacion (2.8) no tenga solucion.
Esta situacion surge cuando el conjunto convexo {u;,i €
s} no contiene al 0. Se han planteado dos soluciones para
este problema:

(xi —X) =

qu;xi—X:O$

i€s

(2.10)

1. Usar la verosimilitud euclidea propuesta por Owen

(1991):
;>

1€Ss
y no requerir que 0 < p; < 1.

'I’Lp 1)

2. Reemplazar la restriccion (2.6) por

ZPiUi =,

i€s

tal que U esta dentro del conjunto convexo y tiende
ao.

En cualquier caso, cuando n es grande, la situacion en la
cual la ecuacion (2.8) no tiene solucion es poco probable.

Existen situaciones extremas en las cuales el método
de verosimilitud empirica es incapaz de usar la informa-
cion auxiliar, como por ejemplo, cuando x es dicotomica y
todas las observaciones son x; = 1. Estos casos también
son poco probables en la practica.

Estimadores bajo un disefio muestral general

El estimador del apartado anterior esta disefiado s6lo
para muestreo aleatorio simple, y su metodologia no se
puede extender a otros disefios muestrales mas comple-
jos. Chen y Sitter (1999) proponen una aproximacion de
verosimilitud pseudo empirica que es aplicable a cualquier
disefio muestral y coincide bajo muestreo aleatorio simple
con el estimador propuesto en Cheny Qin (1993).

El método de verosimilitud empirica para un disefio
muestral general asume que la muestra s es seleccionada
usando algln disefio muestral, p(-), es decir, la muestra
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s C S es extraida con probabilidad p(s). El objetivo es
maximizar la verosimilitud de la poblacion en estudio, es
decir, maximizar L* (p) = [].*, p:. Por conveniencia, y te-
niendo en cuenta la monotonia de la funcion logaritmo,
se considera el objetivo de maximizar i(p) = log L*(p) =
Zf’zl log p;. En la practica, solo de disponen de los valo-
res y; para las unidades de la muestra, pudiéndose, por
tanto, utilizar Gnicamente las cantidades p; para i € s. Es-
to provoca que se necesite una estimacion eficiente para
l(p). Esta estimacion viene dada por la llamada funcion
de verosimilitud pseudo empirica

i€s

(2.11)

gue tiene la propiedad de ser una estimacion insesgada
bajo el disefio para I(p), esto es

Ell(p)] = E {Z d; logpz} = Zlogpi =1(p),

i€s

donde E[-] denota la esperanza bajo el disefio muestral.

La informacion auxiliar se incorpora a través de la fun-
cion de calibracion u; = u(ys, X;), donde u(-) es una fun-
cion de y; y de x; que debe satisfacer:

1 N
— u; = 0.
P>

Las cantidades p; necesarias para obtener el estimador
de verosimilitud pseudo empirica (PEM LE) se obtienen
maximizando la funcion dada en (2.11) sujeta a las res-
tricciones (2.5) y (2.6).

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange
para resolver este problema, se obtiene, para i € s, las
cantidades

di
1+ A\tu; ’
donde el vector de multiplicadores de Lagrange, A, es la
solucion de la expresion:

diu;
E el |
t . b
1€s 1+>\U,

siendo di = di/} ;.. d;. El PEMLE para la media
poblacional se define entonces como

Ypg = Z ﬁzyz

i€s

pi = (2.12)

(2.13)

(2.14)

Se recuerda que asumiendo una relacion lineal entre
y Yy X se suele considerar la funcién de calibracion u, =
X; — X. En este caso, la restriccion (2.6) puede expresarse

como:
Z piX; = X
1€s
En el caso de no disponer de informacion auxiliar, en
cuyo caso se toma u; = 0, el método de verosimilitud
empirica produce p; = d;,y el PEM LE viene dado por

Ypp = Z d; i,
i€s

que coincide con el estimador directo para la media
poblacional de tipo Hajek. En general, este estimador no

coincide con el estimador directo usual de tipo Horvitz-
Thompson, aunque se demuestra que disfruta de buenas
propiedades respecto a este Gltimo (véase Rao, 1966, Ba-
su, 1971 y Sarndal et al., 1992). Respecto al problema de
la estimacion de la funcion de distribucion, el estimador
de tipo Hajek disfruta de mejores propiedades, puesto
que el estimador de tipo Horvitz-Thompson no cumple las
propiedades para ser una verdadera funcion de distribu-
cion (en concreto lim;— o Fury(t) # 1), propiedades
gue si posee el estimador de tipo Hajek.

Esta propiedad para la funcion de distribucion también
se cumple para cualquier funcion de calibracion, y no tan
solo para u; = 0. Esto es, las cantidades p; dadas en
(2.12) son estrictamente positivas y satisfacen ), p; =
1 (como puede comprobarse en (2.5)), condiciones nece-
sarias para estimar una verdadera funcion de distribucion,
hecho que no sucede, por ejemplo, con los estimadores
de regresion generalizados (GREG) definidos en Cassel
et al. (1976) y Sarndal (1980) o los estimadores de cali-
bracion propuestos en Deville y Sarndal (1992).

A continuacion, se dan expresiones del PEM LE para
algunos disefios muestrales mas simples y conocidos. De
estos ejemplos se desprende que la aplicabilidad de es-
ta metodologia no es tan complicada y que estos esti-
madores estan relacionados con otros estimadores tradi-
cionales.

Ejemplo 2.1 Muestreo Aleatorio Simple.

Bajo este disefio 7y = n/N, d; = 1/m = N/ny
>_jes d; = N, obteniéndose
d; 1
df = =——— = —. (2.15)
Zjes dj

Si no se dispone de informacion auxiliar, u; = 0, p; =
d; y el PEMLE para la media poblacional esta dado por

Upp = Y DiYi = %Zyi,

i€s i€s

(2.16)

que coincide con el estimador usual bajo muestreo aleato-
rio simple (g4r) y con el estimador 5, propuesto en
Chen y Qin (1993).

Usando la informacion auxiliar, el PEM LE viene da-

do por
Upp =) Pibi, (2.17)
i€s
donde 1
pi = ———, 2.1
b n(1+ Atuy) (218)
y X es la solucion de la ecuacion
u; o
2 T =0 @19

i€s

Puede observarse que este estimador coincide, de nuevo,
con el estimador 5 .

Ejemplo 2.2 Muestreo con probabilidades iguales y
con reemplazamiento.

En los métodos de muestreo con reemplazamien-
to se demuestra (véase Han-sen y Hurwitz, 1943) que
di = 1/(na;), donde «; es la probabilidad de que la
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unidad i-ésima sea seleccionada. Ademas, al tratarse de
un muestreo con probabilidades iguales se tiene que «; =
1/N y por tanto d; = N/n, que coincide con los pesos
basicos en un muestreo aleatorio simple. En consecuen-
cia, las expresiones (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) y (2.19)
coinciden en este disefio. La Unica diferencia esta en la
muestra, es decir, el método para seleccionarla es distinto
y ademas aqui es posible tener unidades repetidas.

Ejemplo 2.3 Muestreo con probabilidades desiguales
y sin reemplazamiento.
Se tiene que d; = 1/,

~ d;

o 1/Fi
b= 1+ M,

zjes ]'/7.(-]7

y A es solucion de la ecuacion (2.13). Sabido esto, el
PEMLE se construye segln (2.14).

Bajo este muestreo existen muchos procedimien-
tos para extraer una muestra (conslltese, por ejemplo,
Chaudhuri y Vos, 1988). Todos ellos poseen expresiones
que permiten calcular las cantidades m;, necesarias para
obtener el PEM LE. En este texto se usan los métodos de
Lahiri, Midzuno y Poisson (véase Lahiri, 1951, Midzuno,
1952, Hajek, 1964, Ogus y Clark, 1971, Singh, 2003, etc).
En el Apéndice ?? pueden consultarse funciones en el
lenguaje de programacion R que permiten extraer mues-
tras basadas en estos procedimientos de muestreo con
probabilidades desiguales.

, donde d; =

Ejemplo 2.4 Muestreo con probabilidades desiguales
y con reemplazamiento.

Es sabido que en este caso d; = 1/(na;), donde «; es
la probabilidad de que la unidad i-ésima sea seleccionada
en cada extraccion y por tanto

di 1/057;

& = - .
E]‘es dj Ejes 1/043'

Y asi, el PEMLE se construye mediante la expresion
(2.14). En el caso particular de usar el tamafio de cada
unidad como una variable auxiliar para la asignacion de
probabilidades, se tiene que «; = M;/M, donde M; es
el tamafio de la unidad i, y M = ", M;. Sustituyendo
este valor en la expresion (2.20), se obtiene una expresion
mas simple para el PEMLE.

(2.20)

Una cuestion sin resolver hasta el momento es el
procedimiento a seguir para despejar A en la expresion
(2.13), donde ademas, se ha de verificar que las canti-
dades p; sean positivas. La resolucion de este problema
no es tan simple al tratarse de ecuaciones no lineales,
debiéndose emplear métodos especificos para la resolu-
cion de ecuaciones no lineales, como el de biseccion o el
de Newton-Raphson. A continuacion se describe una mo-
dificacion del método de Newton-Raphson, propuesto en
Chen et al. (2002), para el calculo del PEMLE en ca-
so de que este problema tenga una Gnica solucion y ésta
exista.

Sea o
i Us
g(A) = Zezs 14+ Mtu;

Para una muestra dada, s, el conjunto de valores factibles
de ) tal que p; > 0 estad dado por el conjunto convexo

A= {X:14+Au; >0,i € s}. El problema de maximizar la
funcion A(p), definida en (2.11), sujeta a las restricciones
(2.5) y (2.6) es similar al problema de maximizar la funcion
concava N

10 =) dilog(1+ A'uy),

i€s

con respecto a A sobre el conjunto convexo A, puesto que
Al(X\)/OX = g(X). Si la Unica solucion de g(A) = 0 exis-
te, ésta puede encontrarse aplicando la siguiente modifi-
cacion del algoritmo de Newton-Raphson:

Algoritmo 2.1

Paso0: Seal =0,k=0,7=1ye=10"5.
Paso 1: Calcular A(\x) donde

amn={Zsrm}

. d;u:u;
N = {‘Z m}

i€s
Si||A(Xk)|| < €, se detiene el algoritmo y la solucion
es A;. En otro caso ir al Paso 2

Paso 2: Calcular §x = v A(Mg). Si 1+ (A — dx)'u; <0

para algun i o [(Ax — k) < I(A\x), entonces tomar
Yk = Yk /2 Y repetir el Paso 2.

-1
YA
1+ A\tu; ’

i€s

Paso 3: Considerar A\p+1 = Ap — 0k, k =k + 1Y Y1 =
(k+1)"'/2.1r al Paso 1.

La expresion || - || denota la norma euclidea.

La demostracion de este resultado puede consultarse
en Chen et al. (2002). Asi mismo, puede comprobarse que
este algoritmo es similar a la modificacion del método de
Newton descrito en Polyak (1987). Los cambios del paso
2 aseguran que en cada iteracion el valor de X sigue den-
tro del rango de A y que la funcion concava I(\) se mueve
alrededor del punto maximo. El algoritmo es simple, efi-
ciente y la convergencia esta garantizada, lo cual indica
gue, salvo en casos extrafios, el PEM LE puede siempre
obtenerse.

Estimadores bajo muestreo estratificado

La metodologia de verosimilitud empirica para ob-
tener estimadores en muestreo de poblaciones finitas
se extiende a disefios muestrales mas complejos, como
por ejemplo muestreo estratificado. Siguiendo la notacion
clasica del muestreo estratificado, se define la log-funcion
de verosimilitud en muestreo estratificado como

L Np

Ip) =Y log(pni),

h=11i=1

(2.21)

que puede verse como un total poblacional, cuya esti-
macion insesgada a partir de la muestra s y bajo un disefio
muestral especifico esta dada por

L

1(p) = Z Z dnilog(phi).

h=11i€sy

(2.22)
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En este caso, dp; son los pesos disefiados basicos que
hacen que I(p), denominada log-funcién de verosimilitud
pseudo empirica, sea insesgada bajo el disefio para I(p).
Por ejemplo, asumiendo muestreo aleatorio simple en ca-
da estrato, se tiene dp; = Np/np.

En muestreo estratificado, el PEMLE se obtiene
maximizando la funcion (2.22) sujeta a las restricciones

thz‘:l (pri >0), h={1,...

1ESh
Z Wh Z PhiXni = X.
h

i€sp,

,L}, (2.23)

(2.24)

En la restriccion (2.24) se ha considerado por comodidad
una relacion lineal entre y y x, aunque es posible modificar
esta restriccion en caso de existir o considerar oportuno
asumir otro tipo de relacion entre y y x.

Una vez obtenidas todas las soluciones pn; de
este problema, el PEMLFE bajo muestreo estratificado
esta dado por

L
Uppst = ) Wh ) Phitni-

h=1 1ESh

(2.25)

Dependiendo de si las cantidades X, = N, ' S X
son conocidas o no, el calculo de este estimador se puede
orientar en dos caminos distintos.

En primer lugar, si las cantidades X;, son conocidas
para h = {1,...,L}, y asumiendo una relacion lineal, la
restriccion (2.24) puede sustituirse por la restriccion

thixhi =Xn, h={1,...

i€sy,

L}, (2.26)

y el problema que se plantea en este caso es maximizar
(2.22) sujeta a las restricciones (2.23) y (2.26). Segun
este planteamiento, el calculo del PEM LE bajo muestreo
estratificado es bastante simple, esto es, se calcula el
PEMLE para cada estrato, §pp,, Y €l estimador final
viene dado por

L
Ypmst = Z Wiippn-
h=1

Por otro lado, cuando X, son desconocidas para
cualquier h, la restriccion (2.26) no puede establecerse,
y el problema de maximizar (2.22) sujeto a las restriccio-
nes (2.23) y (2.24) no es una cuestion tan simple. Incluso
resulta imposible aplicar el Algoritmo 2.1 bajo muestreo
estratificado debido a que la funcion (2.22) y la restriccion
(2.24) estan formuladas para el conjunto de los estratos,
esto es, contienen dobles sumatorias, mientras que la re-
striccion (2.23) esta formulada a nivel del estrato, es de-
cir, contiene una sola sumatoria. Existen dos estrategias
a seguir para buscar una solucion optima:

(G1). En lugar de la restriccion (2.24), considerar otra
restriccion arbitraria para cada estrato y buscar la
solucion intermedia bajo esta situacion. La solucion
final se obtiene a través del método de verosimilitud
empirica.
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(G2). Reemplazar las restricciones de modo que las
nuevas estén todas formuladas a nivel del conjunto
de los estratos, y por tanto el Algoritmo 2.1 pueda
ser aplicado.

La estrategia (G1) fue seguida por Chen y Sitter
(1999). El planteamiento que se propuso es el siguiente.
El PEMLE bajo muestreo estratificado se calcula con-
siderando los pesos py; obtenidos al maximizar la funcion
(2.22) sujeta a las restricciones

Zh ZiGs;L Phi = 1’

>on Ziesh PhiXni = X.

Estas restricciones surgen al incorporar la informacion
auxiliar contenida en el tamafio de cada estrato, es de-
cir, toda la informacion auxiliar usada para construir el
PEMLE se puede incluir en los vectores u; = U — U",
donde i = {1,...,N}, Ul = (Xi,v14,...,v5:)', U =
(X, Wi,...,Wr)t y s vale 1sii € hy 0 en otro caso.
En este sentido, la informacion de los tamafios de los es-
tratos se usa de forma efectiva, lo cual no ocurre ni con
el estimador de regresion generalizado (GREG) ni con
el estimador 6ptimo de regresion (ORE) propuesto en
Rao (1994), y esto hace que se obtengan mejores esti-
maciones. A su vez, bajo muestreo estratificado, el ORE
es mas eficiente que el GREG porque usa la correlacion
entre y y X. Asumiendo muestreo estratificado aleatorio, el
PEMLE es equivalente al ORE (y ambos mejores que el
GREQG) puesto que los pesos muestrales son constantes
dentro de cada estrato e incluyen el tamafio del estrato
gue es equivalente a incluir la correlacion. No obstante,
asumiendo otro disefio muestral, por ejemplo muestreo
estratificado con probabilidades proporcionales al tamafio
en cada estrato, el PEM LE es mas eficiente que el ORE
debido a que usa los tamafios de los estratos que con-
tienen informacion importante que no es suministrada ni
por los pesos muestrales ni por la correlacion. En re-
sumen, bajo muestreo estratificado, el PEM LE gana en
eficiencia respecto a otros estimadores (véase, por ejem-
plo, Cheny Sitter, 1999, Zhong y Rao, 1996, Zhong y Rao,
2000).

Segun lo descrito, se ha de resolver el problema de
maximizar (2.22) sujeta a las restricciones (2.27). Como
las restricciones

Ziesh DPhi = Wh7

(2.27)

Vh={l,...,L},
(2.28)
Yics, PriXni = WiXn, Vh={1l,...,L},

son equivalentes a las dadas en (2.27), el problema se
resuelve buscando las cantidades

Xn, h={1,...,L}, (2.29)

tal que >, WiXn = X y maximizando (2.22) sujeta a las
nuevas restricciones (2.28). Aplicando el método de los
multiplicadores de Lagrange, la solucion que se obtiene
es

A Whdhi
==, 2.30
P =+ A (Xni — Xn) (2.30)
donde A, para h = {1, ..., L}, se obtiene de la ecuacion
Yol mX) g (2.31)

dn + AL, (Xni — Xn)

i€sy,
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Y dn = > ;c,, dni. Sabido esto, el valor maximo para la
funcion (2.22) es

Z Z dni log(Dhi)

h i€sp
==>> dnilog [dn + X, (Xni — Xn)] + (2.32)
h i€sy
+> > dni [log(dni) + log(Wh)] - (2.33)
h 1i€sp

Como (2.33) es constante, se puede maximizar (2.32) res-
pecto a X, y bajo la condicion Y, WiX, = X. Notamos
gue X, es una funcion que depende de X;. Usando de
nuevo el método de Lagrange, se tiene

1(X1,...,Xp,t)

— Z Z dpi log [dh + )\];, (Xhi — F)Zh)] —tt
h i€sy

Tomando derivadas respecto a X;, e igualando al vector de

ceros se obtiene

AL < ¢
h {axh (X Xn) h:|

Gt A =y W At =0
h T

d
-

i€sy,

y por tanto \! = W, tt. La expresion (2.31) puede expre-
sarse como

dpi(Xni — Xp)

— = 0.
dn + Wit (Xni — Xn)

(2.34)

>

ASERS

Debido a estos desarrollos, puede emplearse el siguiente
algoritmo para la busqueda de los pesos pn; necesarios
para obtener el PEM LE en muestreo estratificado.

Algoritmo 2.2

Paso 1. Fijar un vector t y obtener las cantidades X, h =
{1,..., L}, soluciones de la expresion (2.34).

Paso 2. Si Y, WiXs = X, se calculan las cantidades pj;
segln (2.30), donde A, = Wjt. En caso contrario,
elegir otro t y volver al paso anterior.

Una vez calculadas las cantidades pn;, con i € sp
y h = {1,...,L}, mediante el algoritmo anterior, el
PEMLE esta dado por

L

Ype = E Z Dhilfhi-

h=1i€sy

Se deben de tener en cuenta las siguientes observaciones
cuando se aplica el Algoritmo 2.2:

= Las cantidades X; se pueden ver como funciones
que dependen de t, segln la expresion (2.34).

= Setiene que >, WiXx €s mondtona respecto t. Es-
to es importante para determinar las soluciones Xy,
puesto que aumentando o disminuyendo el valor t,
es posible llegar facilmente a ellas.

= La unicidad de la solucion esta asegurada como
consecuencia de la monotonia de Y, WiX, res-
pecto t.

APORTACIONES A LOS METODOS DE ESTIMACION

<hi1 WhXn — X) :

Este algoritmo, que también ha sido descrito en Zhong
y Rao (2000), es mas eficiente cuando la variable auxi-
liar X es unidimensional, puesto que en este caso puede
encontrarse la solucion incrementando o disminuyendo el
valor de t, el cual es unidimensional. Cuando se tiene mas
de una variable auxiliar, buscar la solucién es un problema
mas complejo al tener que aumentar o disminuir un vec-
tor t. Ademas, el calculo de py; requiere resolver repeti-
damente sistemas no-lineales de grandes dimensiones
segun la expresion (2.34), y esto en la practica es dificil
de calcular. Por estas razones, se han buscado aproxima-
ciones alternativas, que sean eficientes y faciles de llevar
a la practica tanto si se dispone de una variable auxiliar
como si son varias.

En Wu (2004b) se detalla el siguiente planteamiento
que resuelve los inconvenientes anteriores y se basa en
la estrategia (G2).

El objetivo que se persigue es poder aplicar el Algorit-
mo 2.1 de Chen et al. (2002). Para ello, tanto la log-funcion
de verosimilitud pseudo empirica como las restricciones
deben estar formuladas para el conjunto de los estratos,
esto es, todas deben tener dobles sumatorias. Para este
proposito, se tiene que reemplazar la expresion (2.23) por
otra similar formulada a nivel poblacional. Sean las res-

tricciones
L
Z Wh Z Phi = 1, (2.35)
h=1 i€sy,
dopri=1, h={1,...,L—1}. (2.36)

i€sy,
Manteniendo al margen (2.35), se combinan (2.36) y

(2.24) afiadiendo en el vector de variables auxiliares L — 1
variables indicadoras para cada estrato. Esto es, Si Xp; =

(zhity- .., zhip), Se define
Z1; = (1,0,...,O,wul,...,xup)t,
Z; = (0717~~-707x2i17~~-7$2iP)t:
Z(L—1)i = (0,0,---7171(1471)&,---733(L71)z‘P)t,
Z1,; = (070,...,07xLi1,...,$Lip)7
y_ Z = (WlL...,WL_l,Yl,...,Yp)t, siendo
(X1,...,Xp)" = X. Asi, las restricciones (2.36) y

(2.24) se pueden combinar mediante la restriccion

L
Z Wh Z PhiZni = Z.
h=1

i€sy,

(2.37)

El problema de maximizar [(p) sujeta a (2.23) y (2.24)
es equivalente a maximizar I(p) sujeta a (2.35) y (2.37).
Usando el método de los multiplicadores de Lagrange a

éste (ltimo planteamiento, se obtiene

N dj;
i=—hi
Pri = 37 N e,

donde
(ilbi

Gii =
Wh Zi:l ZiESh, dhi
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y X es solucion de

>y

h=11i€sy,

dhzuhz

=0.
1+ )\tuh

(2.38)

En esta situacion es posible aplicar el Algoritmo 2.1, es-
tando garantizada la convergencia a la Gnica solucion, si
tal solucion existe.

Ejemplo 2.5 Estimadores bajo muestreo bifasico.

Los estimadores comentados hasta el momento en
esta seccion estan basados en un disefio muestral general
y utilizan el vector media poblacional de las variables au-
xiliares para obtener las estimaciones. Cuando este vec-
tor es desconocido, ni los estimadores de verosimilitud
empirica ni cualquier otro estimador basado en informa-
cion auxiliar puede ser utilizado, puesto que la mayoria de
éstos se construyen con ayuda de X para mejorar la pre-
cision en la estimacion de parametros de la variable de
interés. Véase, por ejemplo, Cochran (1977) y Sarndal et
al. (1992) para consultar los numerosos estimadores en la
literatura del muestreo de poblaciones finitas que hacen
uso de la informacion auxiliar.

En la situacion anterior, donde tan solo se conocen los
datos muestrales de las variables auxiliares, es necesario
estimar X o intentar dar una buena aproximacion median-
te alguna técnica o recurso. El muestreo bifasico (también
denominado muestreo doble o en dos fases) permite esti-
mar estas cantidades desconocidas y por tanto, es posible
utilizar todos los métodos basados en informacion auxiliar.

De este modo, en este ejemplo se resuelve el proble-
ma de la estimacion de parametros lineales en muestreo
bifasico con disefios muestrales arbitrarios en cada una
de las dos fases y aplicando el método de verosimilitud
empirica.

En muestreo bifasico, el método de verosimilitud
empirica puede ser aplicado como sigue. El PEMLE

viene dado por
Yprpy = Zﬁzyz
i€s
donde los pesos p; maximizan la log-funcion de verosimi-
litud pseudo empirica

(2.39)

i(p) =" dilog(p:) (2.40)
i€s
sujeta a las restricciones
Npi=1 (p>0) (2.41)
i€s
> piui=0 (2.42)

i€s
donde para todo ¢ € s, d; = djd;;s, ¥ U} es una funcion
que depende de y y de los valores de x obtenidos en la
muestra de la primera fase, s’. Ademas, esta funcion ha

de verificar )
!
o=
ics’
Asumiendo relacion lineal entre y y x, es usual considerar
u, = x; — X', y la restriccion (2.42) se puede expresar

como 1
Zpixi = ﬁzxz =X

i€s i€s’
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que viene a indicar que si los pesos que van a se esti-
mados se ponderan sobre los datos muestrales del vector
de variables auxiliares de la segunda fase, se obtendra la
cantidad X', es decir, la media muestral del vector de las
variables auxiliares obtenida a partir de la muestra de la
primera fase. De ahi la importancia de realizar un gran es-
fuerzo para obtener una buena estimacion para X con los
datos de la muestra de la primera fase.

La solucion del problema planteado se resuelve por
el método de los multiplicadores de Lagrange, obteniendo
como solucion para todo i € s las cantidades

~ d;
LA UTA
donde ,
dF — di  _ did;sr
Zst dj EjES d;dj/s/

y X es el vector de multiplicadores de Lagrange que se
obtiene de la ecuacion

*

i Ui
2: ty/
i€51+)\ui

=0.

2.2.2. Propiedades teo6ricas

En esta seccion se describen las propiedades
asintoticas mas importantes de los estimadores de ve-
rosimilitud empirica basados en el disefio muestral. En
primer lugar, se describen las propiedades tebricas mas
importantes del estimador de verosimilitud empirica pro-
puesto en Chen y Qin (1993) bajo muestreo aleatorio sim-
ple. A continuacion, se demuestra la relacion que tiene
el PEMLE con los conocidos estimadores de regresion.
Esta seccion se completa con las propiedades tedricas de
los estimadores de verosimilitud empirica en muestreo es-
tratificado y su relacion con otros estimadores.

Propiedades en muestreo aleatorio simple

A continuacion se estudian las propiedades
asintéticas del estimador de verosimilitud empirica
descrito en Chen y Qin (1993). Asumamos muestreo
aleatorio simple, donde el tamafio de la muestra, n, y
el tamafio de la poblacion, N, tienden a infinito cuando
un cierto indice, v, tiende a infinito, es decir, existe una
sucesion de poblaciones finitas indexadas por v, donde
m = {(z1,,91.),--.,(zN,,yn, )} Yy €l tamafio poblacional
N, tiende a infinito. Por comodidad, se suprime el indice v
siempre que sea posible y se considera s6lo una variable
auxiliar. Sea

1 & 1 O
——_1;(% ——_121(%*

¥ o7 DY),

Y 7,7, 52,5, Y Szy SUS correspondientes versiones mues-
trales. Se considera que la funcion de calibracion satisface
SN u; =0y se tiene que

R 1 &
2 2 _ Eva
Tu = N—1ZZ,:1“"’ Tvn = N—1Zi:1(yl_

Ozy =
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La media poblacional de variable de interés se estima a
través del estimador 5,;, = >, Diy:. Los siguientes teo-
remas pueden ser definidos.

Teorema 2.1 Suponiendo que cuando v — oo, el tamafio
poblacional N, el tamafio muestral n, y N — n tienden a

infinito, y
LIspl, Llsopp
N =1 7 N i=1 ’

tienen una cota superior independiente de v, entonces se
verifica

V2w
n (yEL Y) . ]\/'(07 1)’

Oy
2
n o Opu
(1_N) (Uy_ o2 )

La demostracion de este resultado puede consultarse
en Chen y Qin (1993). Una consecuencia importante que
puede observarse de este teorema es que a mayor cor-
relacion entre u e y, mayor sera la ganancia en precision.
Se demuestra que la eficiencia asintotica del método es
equivalente a la del método de regresion.

En la practica, la cantidad o2 es desconocida, con lo
que se tiene que buscar un buen estimador. Una alternati-
va es la estimacion de aj, oyu Y 02 POr separado, aunque
para tamafios muestrales moderados trabaja mejor el esti-
mador jackknife para la varianza. En el siguiente teorema,
debido a Chen y Qin (1993), se demuestra que el esti-
mador jackknife es un buen estimador para o2.

donde ¢2 =

Teorema 2.2 Bajo las mismas condiciones del Teorema
2.1, si Yz (—7) es el estimador cuando la observacion j-
ésima es eliminada y

=N n _ . _
52 = <1 — N) (n—1) Z(yEL(_J) - yEL)27
i€s
entonces,
~2 2
g5 — 0y, = OP(l)‘

Propiedades para un disefio muestral general

En lo que sigue, se asume una solivariable auxiliar
y la funcién de calibracion uw; = x; — X. Consideremos
también las siguientes condiciones
(C2.1). u* = mazies|ui| = op(n'/?),
EiES diUi -0 (n71/2)
Eies dlu? ! .
El siguiente teorema, debido a Cheny Sitter (1999), puede
establecerse.

(C2.2).

Teorema 2.3 Bajo las condiciones (C2.1) y (C2.2), el
PEMLE de Y cuando X es conocida, es asintotica-
mente equivalente al estimador de regresion generalizado
(GREG). Es decir,

Tw — X
Z'LGS d: (a“2 - j'LU)

A= 3 —l—ojp(n_l/z)7
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yasiYpp = Yarsa + op(n” /%), donde

1— (i — Tw) (Tw _Y)
Vieadi(wi —Tw)? |

— * — * * d'L

ywzzdiyia xw:Zdimi y di:ﬁ'

i€s i€s jes ™

Yorpa = »_ diyi, di=d;

i€s

Las condiciones (C2.1) y (C2.2) deben satisfacerse
para que este teorema pueda establecerse. Sin embargo,
estas condiciones no son muy restrictivas y los disefios
muestrales mas conocidos las satisfacen. En Cheny Sitter
(1999) se demuestra como estas condiciones se cumplen
en tres disefios comunes, como son, el muestreo con
probabilidades proporcionales al tamafio con reemplaza-
miento, el método de Rao-Hartley-Cochran y el muestreo
por conglomerados.

Un punto importante es la estimacion de la varianza
del estimador §,5. Segln el Teorema 2.3, resulta evi-
dente que cualquier estimador de la varianza consistente
para Yo rpo Sera consistente para el PEMLE. Aunque
esto es asintoticamente valido, no es atractivo usar un
estimador de la varianza del GREG para estimar la va-
rianza del PEMLE. Una alternativa 6ptima es aplicar
estimadores de la varianza remuestreados, tales como
jackknife, bootstrap y replicaciones de muestras repetidas
balanceadas (ver Shao y Wu (1989, 1992), Chen y Qin
(1993) y Shao (1994)) sobre 5, recalculando p; en ca-
da muestra.

Propiedades en muestreo estratificado

La primera propiedad del PEM LE en muestreo es-
tratificado se basa en el Teorema 2.3.

Corolario 2.1 Bajo las condiciones (C2.1) y (C2.2) se
tiene

Zi:l Ziesh de (Q;‘}”' - Ew)yhi
_ - —
Dh—1 Eiesh, dp;(Thi — Tw)?

Yre = Yu

(Tw _Y) +op(n”

donde

L

v Y = E Z dhiYni,

h=1li€sy

L
n = E i
h=1

dhi
e B
Zh:1 Zjesh dnj
Considerando muestreo aleatorio estratificado, es de-

cir, cuando di; = Ny, /ny, la expresion anterior se reduce
a

L
Ty = Z Z dhini Y dhi =

h=11i€Esy,

_ Zﬁ:l ZiEsh, Wh(zhi - Est)yhi/nh (_ Y)+
= ys — — Tst—
LY Y, Walmni —Ta)2/na

YrE

+op(n?) = Tgppe +op(n”?),

donde

L L
Yst = Z Wiy, Yy Tst = Z WhTh.
h=1 h=1
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Esta no es la mejor aproximacion posible, puesto que
se sabe que el estimador de regresion optimo (ORE),
definido en Rao (1994), funciona mejor que el GREG en
muestreo estratificado. Por este motivo, en Chen y Sitter
(1999) se busca una mejor aproximacion. En el siguien-
te corolario se relaciona el PEMLE con el ORE bajo
muestreo aleatorio estratificado. Para ello, se asume que
existe una sucesion de poblaciones finitas indexadas por
v, tal que cuando v — oo se verifican las condiciones

(C23). 0<c1 <Xy, Who? <2 < oo,
(C2.4). max{n, Wi} =0(n"1),

(C25). N*Sr  SoVnjzy]® = 0(1),
(€2.6). N7 S F_ SN Jynil® = O(1).

Corolario 2.2 Bajo muestreo aleatorio estratificado y las
condiciones (C2.3), (C2.4), (C2.5) y (C2.6), el PEMLE
de Y, cuando X es conocida, es asintéticamente equiva-
lente a 77, esto es, Tpp = 75, + 0p(n~'/?), donde

Sk Wi Eica, (@hi — n)yni/nn (£ - T)
- — st — 9
25:1 Wh ZiESh (Thi — Tn)% /1

y las cantidades 7, estan definidas en (2.29). Cuando L
permanece finito, Z, — %, = O,(n~'/?) y el estimador g,
es asintoticamente equivalente al estimador lineal 6ptimo
dado en Rao (1994).

y:t =Ust

Asumiendo otros disefios muestrales en cada estra-
to, las comparaciones con respecto otros estimadores son
demasiado dificultosas y se ha de recurrir a la simulacion
para realizar las comparaciones.

En este caso, la estimacion de la varianza se ob-
tiene también a través de estimadores de la varianza re-
muestreados. En Chen y Sitter (1999), se demuestra que
bajo muestreo aleatorio estratificado el estimador de la va-
rianza jackknife para el PEM LE es consistente.

2.2.3. Estimadores modelo-calibrados

Una de las restricciones considerada en los esti-
madores de verosimilitud empirica viene dada por

Zpiui =0,

i€s

(2.43)

donde u; = u(yi, X:) Y u(-) es una funcién conocida de y
y de x que verifica

1 N
¥ > u;=0. (2.44)
=1

Asumiendo una relacion lineal entre la caracteristica de in-
terés y el vector auxiliar de variables, se utiliza frecuente-
mente la expresion u; = x; — X, y se plantea la cuestion
de como de efectivo es el uso que se esta haciendo de
la informacion auxiliar. Si tal relacion no es lineal, los esti-
madores de verosimilitud empirica obtenidos a partir de la
expresion u; = x; — X pueden resultar ineficaces y surge,
por tanto, el problema de encontrar una funcion de cali-
bracion apropiada para los datos del estudio, es decir, que
se adapte a cada situacion para poder usar la informacion
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auxiliar de la mejor manera posible. Una alternativa efi-
ciente para resolver este problema es el uso de los esti-
madores modelo-calibrados, los cuales estan basados en
modelos de superpoblacion.

Recientemente, en la literatura del muestreo se estan
utilizando a menudo estimaciones que no estan basadas
en el disefio muestral, sino que dependen de un determi-
nado modelo de superpoblacion que relaciona la variable
de interés a través de las variables auxiliares. Tales pro-
cedimientos son los estimadores basados en modelos y
los estimadores modelo-calibrados. Con la aparicion de
los modelos de superpoblacion la teoria de muestreo tuvo
un gran empuje pues se le dotd de un instrumento muy
valioso que permitio obtener resultados mas concluyentes
en la comparacion de estrategias y eventualmente pro-
ducir estrategias 6ptimas en varias situaciones. Ejemplos
e informacion sobre modelos de superpoblacion pueden
consultarse, por ejemplo, en Godambe (1955), Godambe
y Thompson (1973), Cassel et al. (1976), Pérez (2002) y
Sanchez-Crespo (2002).

Los estimadores modelo-calibrados estan propuestos
en Wu y Sitter (2001), y se obtienen adaptando un mode-
lo de superpoblacion, y a continuacion, usando los valo-
res estimados mediante este modelo en la etapa de es-
timacion. Asi, se obtiene una funcion eficiente de cali-
bracion, y ademas es posible encontrar la mejor funcion
u(-) en el sentido de minima esperanza bajo un modelo
de superpoblacion de la varianza asintotica basada en el
disefio.

Los valores u,; pueden expresarse como

1
Ui =WwW; — NZW“
=1

donde w; es una funcion conocida. Es facil demostrar que
bajo esta situacion también se verifica (2.44), y por tan-
to, se cumplen las condiciones necesarias para aplicar
la metodologia de verosimilitud empirica. Operando en la
restriccion (2.43) se llega a la restriccion alternativa

N
sz‘Wi = % Z Wi,
i=1

i€s

(2.45)

que es la que suele usarse en los estimadores modelo-
calibrados de verosimilitud empirica. Por tanto, el proble-
ma de buscar unos valores 6ptimos u; para obtener esti-
madores mas eficientes, es similar al de encontrar la can-
tidades w;, para i € s.

La idea de definir estimadores 6ptimos bajo un mode-
lo y asumiendo el criterio de minima esperanza bajo un
modelo de superpoblacion de la varianza asintética basa-
da en el disefio ha sido discutida por diversos autores,
véase, por ejemplo, Godambe (1955), Godambe y Thomp-
son (1973) y Cassel et al. (1976).

Un primer estimador modelo-calibrado surge cuan-
do se asume el siguiente esquema asintético. Existe
una sucesion de poblaciones finitas indexadas por v. El
tamafo poblacional y el tamafio muestral para la poblacion
v-ésima se denotan como N, Yy n,. Cuando v — oo,
N, — ooy n, — oo. El indice v se suprimira para sim-
plificar notacion. Por ejemplo, véase Isaki y Fuller (1982)
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para un mayor detalle de este esquema asintotico. Por Ulti-
mo, sea y1, y2, - - - , y N UNa muestra aleatoria de un modelo
de superpoblacion ¢ tal que

‘/ﬁ(yl) = 0'7;27

Y y1,92,...,y~n Son independientes entre ellos. E. y V¢
denotan la esperanza y la varianza bajo el modelo de su-
perpoblacion.

Sea yc, el estimador de verosimilitud pseudo empiri-
ca modelo-calibrado de Y cuando se usa Cy =
{w1i,wWa,...,wn} enlarestriccion (2.45) y L* un conjunto
de sucesiones Cy = {w1,Wa2,...,Wx} que verifican

Eg(yz) = i, = {172, ey N}, (246)

1 ea &
N;(Wi) =0(1)

N
% > (wi)* — ¢ # 0 cuando N — oo.
=1

Estas condiciones sobre la sucesion C,, € L* no son muy
restrictivas y se usan para facilitar las demostraciones.
Asumiremos que {u1,...,un} € L™.

Se dice que un disefio muestral es regular si el disefio
que resulta de un tamafio de muestra indexado tiene pro-
babilidades de inclusion 7; y m;; independientes de la ca-
racteristica y; dada x;, y ademas satisface las siguientes
condiciones:

(C2.7). mawies (ndz> =0(1).
N
1 1 &
(C28). + %dlwz - N;wz =
cualquier sucesion de funciones (wq,...
L*.
En Wu (2003) se demuestra que entre todas las clases
de estimadores y¢, con Cw = {Wi,Ws,...,Wn} € L%,
el valor C,, = {u1,...,u~} como variable de calibracion
en (2.45) minimiza E¢[AV,(yc, )] bajo el modelo (2.46) y
para cualquier disefio muestral regular. AV, denota la va-
rianza asintotica bajo el disefio. Asi, el estimador de ve-
rosimilitud pseudo empirica modelo-calibrado (MCPE)
que presenta la propiedad arriba comentada, se constru-
ye tomando w; = u;, 0 lo que es lo mismo, tomando
Ui = psg — N1 Zf;l ;. Sustituyendo estas cantidades
u; en las expresiones (2.12) y (2.13) se obtiene un primer
estimador de verosimilitud empirica basado en la aproxi-
macion modelo-calibrada.
Otra alternativa para construir estimadores modelo-
calibrados es asumir que y1,y2,...,yn €S una muestra

aleatoria de un modelo de superpoblacion semiparamétri-
co £ tal que

Op(n~*?) para

,Wy) €

Ee (yilxi) = pi = p (%0, 0), Ve (vilxs) = vio?,

(2.47)
donde 6 = (6y,61,...,0p)" y o son parametros pobla-
cionales desconocidos, . (x,8) es una funcion conocida
de x y de 0, v; es una funcibn conocida de x; o bien de
wi = p(X;,0)y Ee y Ve denotan la esperanza y la varian-
za con respecto al modelo de superpoblacion. Ademas,
se asume que los pares (y1,X1); (y2,X2); . . .; (yn,Xn) SON
mutuamente independientes.
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i={1,...

Este modelo es bastante general, e incluye dos casos
muy importantes:

1. El modelo de regresion lineal o no lineal

yi:ﬂ(xia0)+y’iei 7':{17aN}7
donde ¢; son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con E¢(e;) = 0, Ve(e;) =
%y v; = v(x;) unafuncién conocida y estrictamen-
te positiva que depende de Xx;.

2. El modelo lineal generalizado

g(pi) =x30 Ve(uilxi) =v(ps) i={1,...,N},

donde u; = Ee(y:|X:), g(-) es una funcion de enlace
y v(-) es la funcion varianza.

Los verdaderos parametros del modelo son descono-
cidos, aunque pueden estimarse mediante cualquier
método basado en el disefio. Asumiendo una apro-
ximacion basada en el modelo, la dupla (y:;,x;) con i €
s puede verse como una muestra independiente idénti-
camente distribuida del modelo de superpoblacion. Los
parametros 0 se pueden estimar usando procedimientos
estandares. Bajo el enfoque basado en el disefio, los
datos muestrales pueden no seguir la misma estructura
del modelo que la poblacion finita completa bajo un esque-
ma muestral complejo, y 6 puede carecer de sentido des-
de el punto de vista del disefio. En este caso, 6 se reem-
plaza por 6, una estimacion de 6 basada en los datos de
la poblacion completa. 6 se reemplaza entonces por 6,
una estimacion basada en el disefio de los datos mues-
trales (véase Godambe y Thompson, 1986).

Asumiendo el modelo (2.47), el estimador de vero-
similitud pseudo empirico modelo-calibrado se construye
tomando w; = u(X;,0). Los valores u; vienen dados por
U; = fii — N"' N 71, donde 7i; = pu(xi, 8). Consideran-
do estas cantidades en las expresiones (2.12) y (2.13) se
obtiene el MCPE.

Al igual que ocurre bajo el primer MCPE que
se ha definido, en Wu (2003) se demuestra que
entre todas las clases de estimadores yc,, donde
Cv = {wi,wo,...,wny} € L% el valor C, =
{p(x1,0),...,u(Xn,0)} como variable de calibracion en
(2.45) minimiza E¢[AV,(yc, )] bajo el modelo (2.47) y para
cualquier disefio muestral regular.

A continuacion se resumen las observaciones mas im-
portantes sobre los estimadores de verosimilitud empirica
basados en una aproximacion modelo-calibrada.

1. EnWuy Sitter (2001) se demuestra que reemplazar
0 por 6 en p; = u(x;,0), no cambia asintéticamente
el estimador resultante.

2. Con probabilidad tendiendo a uno, el MCPFE exis-
,N}, te y se puede calcular usando el algoritmo 2.1 de
Chen et al. (2002).

3. El uso efectivo de la informacion auxiliar depende
los parametros estimados y de la relacion entre
la variable respuesta y las covarianzas. Por tanto,
usar la calibracion sobre las variables auxiliares sin
un estudio exhaustivo previo no es usualmente una
buena aproximacion.
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4. Es sabido que para una relacion lineal entre y y
el vector de variables auxiliares, se toma u; =
x; — X para la construccion del PEMLE. En esta
situacion, el PEMLE y el MCPE son asirlt(')tica-
mente equivalentes si se considera fi; = x{6 como
variable de calibracion para el calculo de la aproxi-
macion modelo-calibrada. La demostracion de este
resultado puede consultarse en Wu y Sitter (2001).

5. Si la relacion entre y y x es lineal, tan solo el
conocimiento de X es suficiente para obtener es-
timadores eficientes para la media o el total pobla-
cional. Si dicha relacién no es lineal o el parametro
de interés no es una funcion lineal, una informacion
auxiliar completamente disponible y/o mas datos
sobre el modelo son esenciales para una esti-
macion optima.

6. Al igual que se ha comentado anteriormente, las
cantidades p; son positivas. Esta propiedad no se
cumple ni en los estimadores de calibracion ni en
calculo del GREG y juega un papel muy importante
en la estimacion de otros parametros de interés en
el muestreo, como son la funcién de distribucion,
cuantiles, varianza y otras funciones cuadraticas.

2.2.4. Propiedades teoricas

Sea el esquema asintdtico siguiente: se asume que
existe una sucesion de disefios muestrales y una sucesion
de poblaciones finitas indexadas por v. El tamafio mues-
tral n,, y el tamafio poblacional N, se aproximan a infinito
cuando v — oo.

Las condiciones siguientes son necesarias para poder
aplicar el Teorema 2.4.

(C2.9). 8=0x—+0,(n""?)ybN — 6.
a,u’(xivt)

(C2.10). Para cada x;, ot es continuaenty
alu’(xiat)
L= 2 < h(Xq, 0
' ot | Shxef)

para t en un entorno de 0, y N~' "N h(x;,0) =
Op(1).

(C2.11). Los pesos basicos muestrales, d; = =; ', ha-
cen que los estimadores de Horvitz-Thompson para
ciertas medias muestrales estén asintoticamente
normalmente distribuidos.

(C2.12). u* = maxcs|ui] = o,(n'/?), donde u; =
N
1
pXi, On) = = > X, On).
i=1
Dics dili 1/2
C2.13). =r&s — — .
( ) AT Op(n’7)
(C2.14). h* = maxieslhi|] = op(n), siendo h; =
h(Xi,eN).

El siguiente teorema puede establecerse.

Teorema 2.4 Bajo el esquema asintotico descrito y las
condiciones anteriores (C2.9)~(C2.14), se tiene que

_ _ —1/2
Uvcre = Juc + op(n / )s
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donde 3,,~ es el estimador modelo-calibrado para la me-
dia obtenido mediante el método de calibracion y cuya ex-
presion viene dada por

N
_ _ 1 =N 1 N ~
Yvme =Yur + {N;ui - deim}BN,

i€s

con
By — Dics iqi (s — ) (yi — ) 7= Dics idiyi
zies dlql(ﬁ’l - ﬁ)2 ’ ZiGs dzq'b
y o~
Z= Dics digilki
ZiEs dﬂ]i .

Las cantidades ¢; son constantes positivas.

Puesto que 7,,-pr €S asintticamente equivalente
al 7o, las mismas expresiones de la varianza y del
estimador de la varianza de y,,~ pueden usarse para
Yucopr- EStas varianzas asintoticas basadas en el disefio
vienen dadas por

N 2
_ 1 U, U;

AV (ricpr) = N2 E (mims — miz) (—ﬂ_, - _77]) )
i<j v 7

donde 7;; son las probabilidades de inclusion de segundo
orden, U; = y; — i Bn, pi = p(Xi, 0n),

SN gl — Fiy)(yi —Y)
Zz]‘\]:1 qi(pi — fiy)?

Un estimador para esta varianza viene dado por

S — 1 - T — Tij Ui Uj 2
V(?JMCPE):WZ¥<———]> )

i .
T R
i<j I ’ 7

By =

| X
Y by = NZM
i=1

donde u; = y; — fi: Bw.

Estas varianzas asintoticas y la demostracion del teo-
rema se pueden consultar en Wu y Sitter (2001).

Aunque estas aproximaciones son asintoticamente
validas, resulta mas atractivo usar estimadores de varian-
zas remuestreados sobre el MCPE.

2.3. Tratamiento de datos fal-
tantes

En esta seccion se propone un estimador para la me-
dia poblacional cuando algunas observaciones de la varia-
ble de estudio o de las variables auxiliares estan perdidas
en la muestra. El nuevo estimador es valido para cualquier
disefio muestral (con probabilidades iguales o desiguales)
y esta basado en el método de verosimilitud empirica. El
estimador propuesto se compara con otros estimadores
conocidos en un estudio empirico.
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2.3.1. Introduccion

En la practica, es comin el uso de informacion auxiliar
poblacional en la etapa de estimacion. Esta técnica tiene
muchas ventajas. Por ejemplo, una adecuada informacion
auxiliar puede producir una reduccion considerable en el
sesgo y el error muestral.

Cuando una o mas variables auxiliares correla-
cionadas con la variable de estudio estan disponibles, el
método de calibracion (Deville y Sarndal, 1992) y el méto-
do de verosimilitud pseudo empirica (Chen y Qin, 1993,
Chen y Sitter, 1999, Wu y Sitter, 2001, Wu, 2002) pueden
usarse para estimar el total poblacional, la media pobla-
cional, funciones de distribucion y cuantiles. Ambos méto-
dos usan informacion auxiliar de una o més variables au-
xiliares.

Generalmente, estas técnicas proporcionan esti-
madores que son mas eficientes que los estimadores
tradicionales, tales como el estimador de Horvitz y Thomp-
son (1952) y el estimador tipo Hajek para la media (Rao,
1966, Basu, 1971, Sarndal et al., 1992). Sin embargo, el
método de verosimilitud empirica asume respuesta com-
pleta sin valores perdidos, esto es, se asume gue ninguna
unidad muestral falla para proporcionar informacion en las
variables de estudio y auxiliares.

La pérdida de informacion es una propiedad comin
en las investigaciones por muestreo. Esta pérdida de in-
formacion puede ocurrir por varias razones: los individuos
muestreados pueden negarse a participar en el estudio,
los entrevistadores no pueden contactar con los individuos
del estudio, pérdida accidental de informacion, etc.

En esta seccion, se asume que si hay falta de respues-
ta, ésta es uniforme. Tratar con datos faltantes en una in-
vestigacion por muestreo no es un asunto relativamente
sencillo. Existen una gran variedad de métodos en el caso
de existir valores perdidos en los datos muestrales.

Ante la presencia de datos faltantes, la solucion mas
simple es eliminar las unidades con falta de respuesta y
aplicar el método de verosimilitud empirica a las unidades
restantes. Sin embargo, este método, el cual Rubin (1987)
llam6 analisis de casos completos, puede producir sesgo
en las estimaciones y varianzas muestrales mas grandes
(ver Rubin, 1987 o Little y Rubin, 1987).

La imputacion es otra técnica que puede usarse en los
individuos con falta de respuesta (Little y Rubin, 1987, Rao
y Toutenburg, 1995, Sarndal, 1992, Chen et al., 2000). La
imputacion consiste en sustituir los valores perdidos por
un valor adecuado. Tratar los valores imputados como si
estos fueran valores verdaderos y posteriormente usar el
método de verosimilitud empirica puede dirigir a inferen-
cias no validas. Por ejemplo, la varianza puede resultar
seriamente subestimada cuando la proporcion de valo-
res perdidos no es pequefia (Rao y Shao, 1992, Sarndal,
1990, 1992). Ademas, en algunas encuestas realizadas
por organismos oficiales de estadistica (como por ejemplo
en la Oficina de Estadistica de Suecia) esta prohibida la
imputacion como solucion al problema de datos faltantes.

Otra opcion es intentar mejorar la precision de las es-
timaciones incluyendo los valores observados de la varia-
ble auxiliar donde la variable de estudio esta perdida. Asi,
aunque se tenga un valor perdido para y, el valor de x es
observado y utilizado en el proceso de estimacion.
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Los estimadores de tipo razon, diferencia o produc-
to también asumen respuesta completa. Algunos autores
han definido estimadores de tipo razon en presencia de
datos faltantes. Estos estimadores solamente han sido
definidos para una clase limitada de disefios muestrales.
Por ejemplo, Tracy y Osahan (1994), Toutenburg y Srivas-
tava (1998, 1999, 2000) desarrollaron estimadores de tipo
razobn para muestreo aleatorio simple sin reemplazamien-
to.

En esta seccion se propone modificar el estimador de
verosimilitud pseudo empirica (PEMLE), el cual puede
obtenerse bajo cualquier disefio muestral con probabili-
dades iguales o desiguales. El estimador propuesto usa
toda la informacion muestral recogida para la variable de
estudio y una variable auxiliar z, esto es, el estimador pro-
puesto es funcion de los valores de z para las unidades
con datos y perdidos, y funcion de los valores de y para
las unidades con valores z perdidos.

Se considera la situacion en la cual existen observa-
ciones perdidas en una de las caracteristicas para algunos
individuos, pero no en la otra, es decir, la pérdida de infor-
macion se produce para ambas caracteristicas separada-
mente, pero no simultaneamente. De este modo, sea p
(p > 0) el nUmero de unidades que responden a = pero
no a y, es decir, asumimos que tenemos p datos perdidos
para la variable y. También se tiene informacion auxiliar
incompleta, esto es, ¢ (¢ > 0) unidades muestrales res-
ponden a y pero no a x. Notamos que p y ¢ son nilmeros
enteros. Asi, se tiene un conjunto de n — p — ¢ unidades
(p + ¢ < n) que responden a ambas variables y y . Con
este esquema, se pueden formar los tres siguientes con-
juntos disjuntos de unidades muestrales

sa = {i€ s|ax;,y; no estan perdidos},
s = {i€ s|x;no esté perdido, y; esta perdido},
sc¢ = {i € s|y; no estéa perdido, x; esta perdido}.

Asumiendo muestreo aleatorio simple sin reemplaza-
miento, Toutenburg y Srivastava (2000) propusieron cua-
tro estimadores para la media poblacional de y:

—A _B
_ _ NpqZ  + pT
Y™
(n—q)
_ A (n—qz*
= — 7 1 2.49
Yro Y {nmfA—i—pEB} ( )
—A _B —A —C
yTS — (Tl,pq{lj +p{l} )(Tlpqy qu )7 (250)

(n—q)(n—p)T

—A_ —C
= NpelY~ +qY n—4q_a
= 2.51
Yra [npqEAerEB} [n—px } ’ (2:51)

donde n,, =n —p—q, 7'y Z son las medias muestrales
basadas en s;, coni = A, B,C.

Los estimadores 5, Y Jr, dependen de las muestras
sa Y sB, Y no dependen de la muestra sc. Sin embargo,
Yrs Y Y dependen de las muestras sa, sg Yy sc. Touten-
burg y Srivastava (2000) demostraron que ninguno de es-
tos estimadores es uniformemente superior a otro. Una
eleccion apropiada del estimador requiere el conocimien-
to de parametros poblacionales.

Rueda y Gonzalez (2004) propusieron varios esti-
madores que pueden usarse bajo cualquier disefio mues-
tral en presencia de datos faltantes. Estos estimadores
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estan basados en métodos de tipo razon, diferencia y re-
gresion. Por ejemplo, el estimador siguiente es asintética-
mente insesgado, bajo muestreo aleatorio simple es
asintoticamente normal y es mejor, en el sentido de error
cuadratico medio, que el resto de estimadores propuestos.
_ ~ —A ~ pe)
YReg = ClregYpr + (1 — Qreg)¥pr+ (2.52)
n @iESA (z,y) [Y

- — (BreaThr + (1
— (Breamhin + (

- ﬁreg)flE-;IT)] )
donde Tk, Y Typ son los estimadores de Horvitz-
Thompson (1952) basados en s; (i = A, B,C),
Covies, (z,y) Y Varies , (x) denotan los estimadores de
la covarianza y varianza basados en s .. Los valores opti-
MOS Gireg Y Breg PUeden consultarse en Rueda y Gonzéalez
(2004).

2.3.2.

A continuacion se definen algunos estimadores de tipo
Hajek. Las propiedades mas importantes de este tipo de
estimadores estan descritas en Rao (1966), Basu (1971)
y Sérndal et al. (1992).

Estimador propuesto

=Y dy s g =) dy (2.53)
1ES A 1€ESC
= Yy
i€saUsco
= Z dz; = Z APz, (2.54)
ASEDN i€Esp
HP= Y
i€sAUsp
con
d4 d?
a = = A , (255
§:j631dA E:jESB dB
(3 - C
§:jEsc J
diPr = dt” (2.56)
i - N  JAB .
ZJESAUSB dj
dAC*—f d?C
= AC
§:jESAUSC 7
df =1/xf, d? =1/x7, (2.57)
¢ =1/n0, dP =1/7*", dAC:1/7r;“C.

Las cantldades i, 7B, 78, 728 y ¢ son, respecti-

vamente, las probabilidades de inclusion de primer orden
de las muestras sa, sg, sc, sA Usp Y sa U sc.

Cuando u; = 0 (sin usar informacion auxiliar), se
obtiene p;, = dj y el estimador de verosimilitud pseu-
do empirico (PEM LE) coincide con el estimador de tipo
Hajek dado por }, ., d;y;. Este estimador no usa la varia-
ble auxiliar x.

Seael PEMLE de Y dado por

_A ~A
Ype = Pi Yi,
i€S A
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donde p;* maximiza [(p”) = 3°,, , d{* log p{* sujeta a
dopit=1 (0<p <), (2.58)
1€ES5 A
Z pltu; = 0. (2.59)

ASEDN
Considerando el método de multiplicadores de Lagrange,
P esta dado por

di

=—"'_—— parai€ sa,
14+ M\u; P A

i (2.60)

donde el vector de multiplicadores de Lagrange, A\*, se
obtiene de la ecuacion

dA*uZ
Z 1+ MM,

1€ES A

=0. (2.61)

El estimador 55 no usa la informacion de las mues-
tras sp Y sc. A continuacion se define un PEMLE que
considera la informacion de s4 y sg. Como la variable de
interés contiene n—p— q valores, el nuevo vector de pesos
pAP debe definirse con dimension n — p — ¢. Asi, el nuevo
estimador esta dado por

Upp = iy,
ASEYY

donde pAZ (i € sa) se obtiene como p7* (el cual tiene
dimension n—p— q), aunque en este caso se usa el vector
de multiplicadores de Lagrange A*Z, el cual esta basado
en las muestras s4 y sz, en la expresion (2.60). A\1Z se
obtiene de (2.61) después de sustituir d** por d*.

Pueden usarse otros métodos como el de imputacion
para obtener el PEMLE basado en las muestras sa y
sp, aunque éstos no estan relacionados con el método de
verosimilitud empirica.

Aunque 752 parece mejor estimador que 755, al usar
informacion de las muestras s4 y sg, este estimador no
resulta apropiado porque las condiciones . pAB

1€ES A Di
1y > e, Pi ui = 0 no se cumplen. El estimador no
queda blen construido y las ventajosas propiedades del
método de verosimilitud empirica no se sostienen. En el
estudio empirico de la Seccion 2.3.4 puede confirmase
esta observacion.

Desafortunadamente, el estimador propuesto 74, no
usa informacion de la variable de estudio y proporcionada
por la muestra sc. Para resolver este problema, se pro-
pone una clase de estimadores que usan toda la infor-
macion de la variable y incluida en las muestras s4 y s¢
(véase también Rueda, Mufioz, Berger, Arcos y Martinez,
2006). Esta clase viene dada por

Uppa = 0Upp + (1 — Q)is, (2.62)
donde « es una constante debidamente escogida que ve-
rifica 0 < a < 1. En la Seccion 2.3.3, se proponen valo-
res apropiados para «. El estimador S esta definido en
(2.53).

Se observa que si a = 1, el estimador resultante es
T g, Y POr tanto, este estimador esta incluido en la clase

YrPEo-
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Cualquier estimador de esta clase usa toda la infor-
macion disponible de las muestras s4 y s¢ sin usar técni-
cas de imputacion. Los valores de x de la muestra sp
no se usan para la estimacion. No obstante, los valores
de la variable y estan perdidos para i € sg. Incluir es-
ta informacion en la clase considerando 745 en lugar de
7, empeoraria las estimaciones. En la Seccion 2.3.4,
un estudio de simulacion muestra que los estimadores
de la clase propuesta son tan eficientes como otros es-
timadores que usan la informacion de cada muestra (s4,

s Y sc).

2.3.3. Propiedades tedricas

En esta seccion se demuestra que el estimador 5,
propuesto en (2.62) es asintéticamente insesgado. La va-
rianza asintotica de g, 5, también se deriva.

Sean las siguientes condiciones.

(C2.15). u™ = méaxics, |ui| = op(n'/?).
ZiESA d?ul
Dies, diul

Estas condiciones fueron usadas por Chen y Sitter
(1999), los cuales demuestran que varios disefios mues-

trales mas comunes las satisfacen. Dadas estas condi-
ciones, el siguiente resultado puede obtenerse.

(C2.16). = 0,(n*?).

Corolario 2.3 Bajo las condiciones (C2.15) y (C2.16), se
tiene que

Uppa = 0brpe + (1 — a)je +op(n” /%) (2.63)
donde B
Jorec = Ta + (X —T0)b, (2.64)
con
> di ey - gaT
1€ES A
= . (2.65)
> dit (@ —T)?
1€ES A

Demostracion

Chen y Sitter (1999) demostraron que 7ap €S
asintoticamente equivalente a §4xrpc. Sabido esto, este
resultado se sigue facilmente. O

Teorema 2.5 Bajo las condiciones (C2.15) y (C2.16), se
tiene que

_A A2

YGREG = YGREG>

donde ~
Vanpe =Tw + (X —Tu)B, (2.66)
con c ( )
_ Cov(z,y
B=— O (2.67)

Demostracion

Para establecer este resultado, se asume que la
poblacion finita envuelve una sucesion de poblaciones
donde n y N aumentan de modo que n/N — f cuando n
— oo y donde f es una constante.

Randles (1982) demostrd que el comportamiento
asintético de algunas familias comunes de estadisticos
podia establecerse aunque algunos parametros vitales en
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la formulacion del estadisﬂco fuesen desconocidos. Este
autor demostrd que si T,,(\) es una funcion de datos que
usa el estimador X, el cual también es una funcion de los
datos que estima consistentemente el parametro A, en-
tonces T, (\) y T,,(A) tienen la misma distribucion limite y

se verifica
op(v)

8"}/ =X
donde p(y) = lim,— o0 EX[Tw(7)] y la esperanza es con-
siderada cuando el verdadero parametro es \.

Sea T (y) = 7is + (X — Z)~. Notamos que T, (b) =
Jarpe ha sido establecido en (2.64). Consideremos
w(v) = lim,—o E~[T(7)]. Notamos que cuando v = B,
el cual esta definido en (2.67), se obtiene (B) = Y donde
Y = lim,—o Y. Puesto p(v) verifica

ou(v)

oy

=0,

= O’
y=B

esto implica que Jarpe = Jospe. Esto completa la de-
mostracion. ]
Usando el Corolario 2.3 y el Teorema 2.5 se obtiene

Jppa = aforec + (1 — a)js, (2.68)

el cual implica que §pE. €s asintéticamente insesgado.

Teorema 2.6 Bajo las condiciones (C2.15) y (C2.16), la
varianza asintotica de ypg. esta dada por

AV(Grra) = ® [V (5d) + BV (@) - 2BCou(gi, 7) |+
(2.69)
+(1—a)*V (55)+2a(1-a) | Cov(75, 55) ~BCov(&0, 55)|.

Demostracion
La aproximacion (2.68) implica que la varianza
asintotica de yp g, esta dada por

V(agéhee + (1 - a)pl) = (2.70)

@V (§GRuc)+(1-a)’V(55) +2a(1-a)Cov(§Gkea Yu)-
Usando (2.66), la varianza de §4% ¢ €S

V(gdhee) = V(v +(X-2l)B) (2.72)
= V(gg‘ - aéij)
= V(yd) + BV (zh) — 2BCou (7, Ta).
El valor Cov(§8% k¢, 7S ) esta dado por
Cov(§&kra, Tv) = Cov(ii, i) —BCov(z4, ). (2.72)

Asi de (2.70), (2.71) y (2.72), la varianza asintotica de
JpE« €Sta dada por (2.69). El Teorema 2.6 se sigue facil-
mente. O
El estimador 6ptimo de la clase propuesta esta dado
por el estimador definido en (2.62) con un valor « que mi-
nimize la varianza asintética dada por (2.69).
La varianza asintotica (2.69) puede expresarse como

AV (ppa) = &°M* + (1 — )’ N* +2a(1 — a)L",
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donde

M* = V(§s)+ B*V(zh) — 2BCou(ijis, 75)2.73)
N = V(gw), (2.74)
L = Cov(ja,is) — BCou(zh, 7). (2.75)

El valor a,,: que minimiza la varianza asintotica es solu-
cion de la ecuacion

(9AV(§IPEQ)
Ja

a=Qopt
anpt = M* — 2(1 — agpt)N* + 2(1 — Qagpt)L* = 0,
la cual implica

N*—L*

M N 2L (2.76)

Qopt =
Sustituyendo a.p: €n (2.69), se obtiene la varianza
asintotica minima, dada por

AV (UPBaoy) =
(2.77)

Desafortunadamente, el valor 6ptimo a,,: depende
de parametros poblacionales desconocidos, los cuales
pueden estimarse a partir de los datos muestrales.

Bajo muestreo aleatorio simple y muestreo estratifi-
cado, ZZGS ; = N, esto es, el estimador de Horvitz-
Thompson y el estimador de tipo Hajek son idénticos, y
por tanto, los estimadores de las varianzas y covarianzas
de las expresiones (2.73), (2.74) y (2.75) pueden obtener-
se facilmente. Una expresion analitica para (2.73), (2.74)
y (2.75) bajo muestreo aleatorio simple puede encontrarse
en Rueda y Gonzélez (2004).

Con estas estimaciones, puede obtenerse una apro-
ximacion éop: de aope. Por lo tanto, la expresion del esti-
mador propuesto viene dada por

GPBaoy: = GoptTre + (1 — Gopt)Tey- (2.78)

También es posible establecer la
asintotica de Jpeaqp: -

insesgadez

2.3.4. Propiedades empiricas

En esta seccion se comparan los estimadores pro-
puestos con otros estimadores alternativos usando un es-
tudio empirico basado en poblaciones reales y simuladas,
usadas previamente en estudios de estimadores de re-
gresion y razén, estimacion de la varianza e intervalos de
confianza.

Las poblaciones naturales usadas en este estudio son
la Fam1500 y Hospitals (véase Apéndice A). Se recuer-
da que los coeficientes de correlacion estan dados por
Py,z1 = 0,848 Y py.2, = 0,546 en la poblacion Fam1500
Y py, = 0,911 en la poblacion Hospitals.

Paralelamente a Wu y Sitter (2001), se han genera-
do cuatro poblaciones de N = 2000 unidades median-
te muestras independientes e idénticamente distribuidas
mediante el modelo

y =00+ 01x+e, (2.79)

donde z ~ Gamma(1,1), ¢ ~ N(0,0%)y 6 = 61 = 1. Los
coeficientes de correlacion estan dados por 0.6, 0.7, 0.8
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y 0.9, y las poblaciones se llaman Pop06, Pop07, Pop08
y Pop09, respectivamente. Pueden consultarse mas de-
talles de estas poblaciones en el Apéndice A.

La precision de los estimadores propuestos se ha ana-
lizado por medio de un estudio empirico, donde para cada
poblacion se han representado tres nimeros diferentes de
valores perdidos para la variable x, p. Varios valores perdi-
dos de y, g, se han representado en el eje de abscisas. De
este modo, el comportamiento de los estimadores puede
observase para relaciones fuertes y débiles entre varia-
bles y diferentes situaciones de datos perdidos.

El comportamiento de los estimadores 75, ¥ UPBagp:
se compara con los siguientes estimadores: (i) el esti-
mador estandar de tipo Hajek para la media poblacional
basado en las muestras s4 y sc, es decir, 72 (i) Ty,
Yrar Urs Y Yra, 10S estimadores propuestos en Touten-
burg y Srivastava (2000); (iii) 745, el PEMLE basado
en las muestras s4 y sp. Aunque se ha sefialado que los
pesos no quedan bien definidos, se usa en el estudio de
simulacion para observar su comportamiento; (iv) ¥ ., €l
estimador propuesto en Rueda y Gonzalez (2004) basado
en las muestras s, sg Y sc-

Para cada una de las seis poblaciones, se han gene-
rado B = 1000 muestras independientes bajo muestreo
aleatorio simple con tamafio muestral n. A continuacion,
se eliminan de la muestra p elementos de la variable au-
xiliar y ¢ elementos de la variable de estudio de forma
aleatoria. Bajo este escenario, las submuestras s4, sp Y
sc pueden definirse facilmente. El cumplimiento de todos
los estimadores se mide en términos de Sesgo Relativo
(SR) y de Eficiencia Relativa (ER), donde

5o _
1 T [y,;(b) — Y|
b=1

b indica la b-ésima simulacion, el Error Cuadratico Medio
empirico esta dado por

ECM(g,)
~ ECM(GA%)’

B
ECM(y;)=B"'Y (¥,
b=1

—AB

8 se refiere a los estimadores 7pp, Tpa,

yji=1,...,
YPEaopi YReg» YT1r Y120 Y13 Y YTa-

Las simulaciones se han llevado a cabo en R y los
codigos se encuentran en el Apéndice ?7?.

En primer lugar, se observa que el estimador g4
posee una considerable ganancia en precision respecto
a los estimadores Gy, Yro Y Yrs- Con el fin de obtener
mas claridad en las figuras, las lineas correspondientes a
los estimadores gy, Ty Y Yra NO S€ han incluido.

Las Figuras B.1, B.2 y B.3 representan los valores
de la EflClenC|a Relatlva (eje de ordenadas) para los es-
timadores 75, Tpa, yPE% .+ Ureg Y Urs bajo muestreo
aleatorio simple y diferentes valores de pY q. Las lineas
horizontales en el punto 1 representan la ER para 5A¢, el
estimador estandar.

De estas figuras, se puede llegar a las siguientes con-
clusiones generales:

1. Si aumenta la relacion entre y y = y, ademas, el
numero de datos faltantes es escaso, todos los es-
timadores (excepto y,;) obtienen mejores estima-
ciones con respecto al estimador estandar. Cuan-
do ambos p y ¢ incrementan, las estimaciones son
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peores con respecto a 5A¢

lineas sean crecientes.

, y de ahi, que todas las

2. Los mejores resultados se consiguen a través del
estimador ¥pp,, ,, €sto es, el ECM es siempre
menor que el resto de estimadores y siempre mejo-
ra considerablemente los resultados proporciona-

dos por el estimador directo §A°.

3. El peor comportamiento lo muestra el estimador
de Toutenburg y Srivastava (2000). Esto puede de-
berse al hecho de que este estimador no usa X co-
mo informacion auxiliar.

Comparando entre los estimadores basados en el
método de verosimilitud empirica, se observa

1. Los estimadores 74y y EPE%M son equivalentes
cuando existe una fuerte relacion entre y y = y el
numero de datos perdidos es pequefio. La ganan-
cia en eficiencia de ¥ ,,,, CON respecto a Uy es
mayor en el caso contrario.

2. yp2 nunca es mejor que los estimadores g O

YpEa,, €N términos de eficiencia. La razon para
esto es que sus pesos no estan bien definidos.

Un estimador que usa la informacion de s4, sg y sc €s
Ureq- EN las poblaciones Hospitals y Fam1500 (cuando se

usa i), Tog, ipanpt Y Yre, SON equivalentes. En el resto
de los casos, /5., Nunca mejora en eficiencia a 7z, ,, -

Aunque Y., usa informacion de sa, sp Y ¢, Yppa,,,
es considerablemente mas eficiente cuando la correlacion
entre y y x es baja y aumentan los valores de p y q.

Finalmente, comparamos el estimador propuesto con
el estimador estandar:

1. g4 es Unicamente mas eficiente que ¥pp,,

cuando la relacion entre variables es débil y el
namero total de datos perdidos, p + ¢, es alto. En
este caso, el resto de estimadores obtienen signi-
ficativamente peores estimaciones. Esto ocurre, por
ejemplo, en Pop06, p = 80, ¢ = 60, esto es, el 70%
de la muestra son valores perdidos. En la practica,
esta situacion es improbable o inaceptable. No obs-
tante, este caso se muestra para poder revelar el
comportamiento de los estimadores en situaciones
extremas.

2. Como se esperaba, cuando el nimero de valores de
z perdidos, p, incrementa, la ganancia en precision
del estimador propuesto con respecto a 7. es
menor. Equivalentemente, cuando p permanece fijo,
la ganancia en precision decrece cuando el nimero
de valores perdidos ¢ aumenta. Este resultado es
lbgico porque si p/q es pequefio, se proporciona
mas informacion por la muestra sc¢ en relacion con
la muestra sp, y 74 también usa la informacion de
Sc.

Las Figuras B.4, B.5 y B.6 muestran los valores del
Sesgo Relativo (SR) para todos los estimadores. Puede
observarse que los valores SR estan todos en un ran-
go razonable, teniendo los estimadores 745 ¥ YpBagy ©
mejor comportamiento en términos de SR. Estas figuras
presentan similares resultados que la ER, y por tanto, se
puede llegar a las mismas conclusiones.

En resumen, estas simulaciones muestran como un
uso apropiado de las muestras s4 Yy s¢ por el estimador
propuesto puede reducir el error de los estimadores direc-
to, regresion, de verosimilitud pseudo empirica, etc. Por
tanto, el estimador propuesto EPE%W es una alternativa
optima para la estimacion de parametros lineales en pre-
sencia de datos faltantes y con un buen uso de la informa-
cion auxiliar.

2.4. Estimacion de la funcion de
distribucion
2.4.1.

El problema de la estimacion de la funcion de distribu-
cion es un tema actual y muy importante del muestreo en
poblaciones finitas, por tratarse de una funcion que per-
mite determinar las caracteristicas mas importantes de
la poblacion en estudio, proporcionando informacion re-
levante acerca del comportamiento global de la poblacion.
Sin duda, los estimadores estudiados clasicamente en la
teoria del muestreo, como totales, medias, proporciones y
varianzas, no ofrecen tanta informacion como la funcion
de distribucion, aunque obtener estimadores eficientes
para tal funcion no es tan simple como en el caso de los
estimadores puntuales.

La estimacion de cuantiles y de otros parametros
de tipo no funcional también queda resuelto con el
conocimiento de la funcion de distribucion. Los cuantiles,
por ejemplo, pueden obtenerse mediante inversion direc-
ta de la funcion de distribucion. Ademas, permite obtener
medidas importantes como la determinacion de las lineas
de pobreza, proporcion de bajos ingresos, etc. y son
muy (tiles en investigaciones de tipo social o econémi-
co. Debido a la importancia de estos parametros en al-
gunas investigaciones o estudios, se debe disponer de
buenos métodos y técnicas para obtener las mejores esti-
maciones posibles.

Recordemos que la funcion de distribucion para una
variable de interés, y, y una poblacion finita, U, es la pro-
porcion de unidades en U para las cuales el valor de y
es menor o igual que ¢. El problema de la estimacion de
la funcion de distribucion en la presencia de informacion
auxiliar ha recibido recientemente mucha atencion debido
a las importantes propiedades que posee, el interés con-
siderable que tiene cuando, por ejemplo, y es una medida
de gastos o ingresos, etc.

La funcion de distribucion poblacional,

Fy(t) = 5 Y000 ),

satisface las siguientes condiciones:
(C217). lim Fy()=0 ; lm Fyt)=

t—+oo

Introduccion

(2.80)

(C2.18). Fy(t) es monotona no-decreciente: V ¢1 < ta,
F,(t1) < Fy(t2).

(C2.19). F,(t

) es continua por la derecha: Dado ¢ > t*,
hm Fy(t) =

Fy(t").
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Varios de los estimadores propuestos en la literatura
del muestreo en poblaciones finitas no satisfacen todas
estas propiedades y no son, por tanto, funciones de dis-
tribucion. Por ejemplo, la funcion de distribucion estimada
mediante el método de calibracion no cumple los requisi-
tos necesarios para ser una verdadera funcion de distribu-
cion.

Asumamos que la variable de estudio, y, esta alta-
mente asociada con un vector auxiliar de variables, x; =
(zi1y ... ,z;p)t, donde los valores xi,...,Xx son
conocidos para toda la poblacion. Como se ha comentado
en varias ocasiones, en las investigaciones por muestreo
es comin el uso de esta informacion poblacional auxiliar
en la etapa de estimacion para incrementar la precision
de los estimadores de una media o un total. Bajo este es-
cenario, el uso de la informacion auxiliar ha sido extensa-
mente estudiado, pero bastante menos ha sido el esfuerzo
por aplicarlo a la estimacion de la funcion de distribucion y
cuantiles poblacionales. Notamos que la aplicacion de las
técnicas usuales para la estimacion de medias y totales
en el escenario de la estimacion de la funcion de distribu-
cion producen resultados no deseables y, en general, con
una pérdida significativa en eficiencia.

Por otro lado, el nUmero de variables auxiliares a usar
en la etapa de estimacion es otro punto de vista intere-
sante en la estimacion de la funcion distribucién. Algunos
de los estimadores en la literatura estan construidos para
una Unica variable auxiliar, y el uso de otras variables auxi-
liares resulta imposible o con un alto coste computacional.
Si estas variables presentan una fuerte relacion con la va-
riable de estudio, éstas deberian incluirse en el estudio y
parece razonable asumir que podrian obtenerse mejores
propiedades. Estos estimadores tienen la desventaja de la
pérdida de eficiencia provocada por el hecho de no poder
usar esta informacion auxiliar multivariante. Estas consi-
deraciones sugieren que un uso mas eficiente de la infor-
macion auxiliar en la etapa de estimacion es posible en el
problema de la estimacion de la funcion de distribucion.

Sabemos que el método de verosimilitud pseudo
empirica es una técnica reciente que puede usarse para
la estimacion de medias o totales poblacionales (Chen
y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999), funciones de distribu-
cion (Chen y Wu, 2002, Wu, 2003) y otros parametros.
Asumiendo este método, Chen y Wu (2002) propusieron
estimadores modelo-calibrados para estimar la funcion
de distribucion. Estos estimadores estan construidos por
medio de restricciones que requieren el uso de un valor fi-
jado to. Estos estimadores sufren una considerable pérdi-
da de eficiencia cuando t, se encuentra alejado de ¢, el
punto donde se evalla la funcion de distribucion. El es-
timador propuesto en la Seccion 2.4.3 emplea el método
de verosimilitud empirica y permite el uso de informacion
auxiliar multivariante. Este estimador esta basado en una
aproximacion modelo-asistida. Ademas, se usa un conjun-
to apropiado de puntos en las restricciones para evitar el
problema de la pérdida de eficiencia.

s Lipy -« -
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2.4.2. Algunos estimadores de la fun-
cion de distribucion

En este apartado se describen los principales trabajos
y enfoques relacionados con la estimacion de la funcion
de distribucion poblacional. Destacamos las propiedades
mas importantes de estos estimadores, prestando espe-
cial interés a los estimadores modelo-calibrados de vero-
similitud empirica. Estos (ltimos presentan bastantes si-
militudes con el estimador propuesto en la Seccion 2.4.3,
por lo que sefialaremos las principales diferencias entre
unos y otros. Todos los estimadores que se exponen a
continuacion estan basados en distintas aproximaciones.
Aprovecharemos la ocasion para describir los tipos de
inferencias que existen recientemente en muestreo de
poblaciones finitas.

En la expresion (2.80) se observa que la funcion de
distribucion puede verse como una media poblacional de
la variable z; = 6(t — y;), y por tanto, sin utilizar ningan
tipo de informacion aukxiliar, la estimacion de la funcion de
distribucion es un caso especial de la estimacion de la
media poblacional. Haciendo uso de esta perspectiva, los
estimadores méas conocidos son el de Horvitz y Thompson
(1952), dado por

Zd&(t

i€s

FHTu -

y el estimador de tipo Hajek dado por

e, did(t
Dies B0t —vi) _ d25(t — i),
Zjede lezg

donde d; = 1/m;. Notese que el estimador de Horvitz y
Thompson puede usarse Gnicamente cuando el tamafio
poblacional es conocido, mientras que el de tipo Hajek
puede emplearse en ambas situaciones. Bajo cualquier
disefio muestral en el cual ) ,_ d; = N, puede de-
mostrarse que FHTy( )= FHKy(t).

En presencia de informacion auxiliar, Rao et al.
(1990) propusieron dos nuevos estimadores basados en
el disefio muestral: el estimador de tipo raz6n dado por

Fo(t) = — L e didll 25 (t — Rx;),
N Zzes d 6( 7,€U

y el estimador diferencia dado por

- % {Zd"‘s(t —yi)+ Y 6(t— Rz;)—  (2.82)

i€s ieU

Furcy(t) =

2.81
sz (2.81)

- Z dlé(t — ﬁml)}
1€ES

donde

ZiES dzyl

ZiEs dlxl .

Se observa que ambos estimadores utilizan como infor-
macion auxiliar la variable 6(t — Rx).

Al no utilizar ningln tipo de informacion auxiliar, los
estimadores Frry(t) Y Frky(t) Son menos eficientes que
E.(t)y ﬁd(t), pero sin embargo, éstos Gltimos tienen el in-
conveniente de dar valores, por lo general, fuera del rango

R=
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[0,1] y no siempre son funciones mondtonas respecto a ¢,
con lo que no cumplen las propiedades de la funcion de
distribucion. Por este motivo, son humerosos los casos en
los que la inversion directa de F.(t) y Fu(t) no produce
buenas estimaciones para los cuantiles.

En Rao et al. (1990) y en Francisco y Fuller (1991)
se propone transformar F,(t) en una funcion monotona
antes de obtener estimaciones para los cuantiles. Estos
procesos tienen basicamente dos inconvenientes: (i) no
son transformaciones triviales y (ii) se desconoce la pérdi-
da de eficiencia al realizar la transformacion.

Otro estimador para la funcién de distribucion bastante
reciente es el obtenido mediante el método de calibracion
descrito en Deville y Sarndal (1992). Al igual que los ante-
riores que utilizan informacion auxiliar tienen la propiedad
no deseable de no ser una auténtica funcion de distribu-
cion. Esto se debe a que los pesos que se utilizan para
ponderar las unidades muestrales de la variable de in-
terés, o(t — y;), pueden ser negativos, y por tanto, el esti-
mador resultante puede llegar a ser decreciente. Ademas
se demuestra que su limite cuando t — +oo es distinto de
1.

Por tanto, es deseable requerir que un estimador para
la funcion de distribucibn sea por si mismo una ver-
dadera funcion de distribucion. Notese, que una verdadera
funcion de distribucion debe satisfacer las condiciones
(C2.17), (C2.18) y (C2.19).

El conocido estimador de regresion generalizado
(GREGQG) (Cassel et al., 1976, 1977, Sarndal, 1980, Deng
y Wu, 1987, Sarndal et al., 1989) es un estimador modelo-
asistido que esta basado en un modelo lineal. Mas recien-
temente, son dos los principales métodos en la literatura
gue estan categorizados como aproximaciones modelo-
asistidas. Estos procedimientos son el de calibracion
(Deville y Sarndal, 1992) y el de verosimilitud empirica
(Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999). Notamos que
estos procedimientos no son dependientes de un mode-
lo, aunque usan uno de ellos para construir el estimador.
En otras palabras, los estimadores modelo-asistidos son
aproximadamente (asintoticamente) insesgados bajo el
disefio, independientemente de si el modelo es correcto o
no, y son particularmente eficientes si el modelo en el que
se basa es correcto. Asi, la aproximacion modelo-asistida
proporciona inferencias validas bajo el modelo asumido y
al mismo tiempo, esta protegido contra una mala especi-
ficacion del modelo en el sentido de proporcionar inferen-
cias vélidas basadas en el disefio, independientemente de
la relacion de la variable de interés con la variable auxiliar.
Un ejemplo de estimadores modelo-asistidos para la fun-
cion de distribucion son los estimadores F.(t) y Fy(t).

Otro procedimiento para estimar parametros lineales
0 no lineales en poblaciones finitas es la aproximacion
basada en modelos, la cual asume un modelo de su-
perpoblacion y donde los estimadores son dependientes
del modelo. Chambers y Dunstan (1986) y Dorfman y
Hall (1993) propusieron estimadores basados en mode-
los para la funcion de distribucion. El estimador de Cham-
bers y Dunstan presenta el inconveniente de ser inconsis-
tente bajo el disefio. Ademas, se necesita llevar a cabo
un cuidadoso contraste sobre el modelo antes de que es-
tos estimadores sean usados. Todos estos métodos pre-
sentan un grado de dificultad en la computaciéon y un po-
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bre cumplimiento cuando el modelo especificado es in-
correcto. Bajo muestreo aleatorio simple, Wang y Dorf-
man (1996) combinaron los estimadores de Chambers y
Dunstan (1986) con estimadores de tipo diferencia basa-
dos en el disefio en un estimador hibrido, que bajo ciertas
condiciones, es mas eficiente que ambos estimadores. No
obstante, este estimador hereda las desventajas de am-
bos estimadores y tiene una complicada generalizacion a
disefios muestrales mas complejos. Silva y Skinner (1995)
llevaron a cabo un estudio exhaustivo de las propiedades
del estimador, y destacaron algunos problemas impor-
tantes, como por ejemplo, la pérdida en eficiencia cuando
este estimador se usa en la estimacion de cuantiles.

Finalmente, la recientemente desarrollada aproxi-
macion modelo-calibrada (Wu y Sitter, 2001) puede tam-
bién usarse en las investigaciones por muestreo. Estos
estimadores se obtienen, en primer lugar, adaptando un
modelo de superpoblacion, y a continuacion, usando los
valores estimados mediante este modelo en la etapa de
estimacion. Por tanto, si para una poblacion dada se
conoce el modelo de superpoblacion asociado o un mode-
lo que se ajuste bastante bien a dicha poblacion, entonces
puede resultar interesante utilizar la perspectiva modelo-
calibrada para la estimacion de la funcion de distribucion
poblacional mediante el método de verosimilitud empirica.

Chen 'y Wu (2002) plantean una aproximacion modelo-
calibrada para obtener tres estimadores de la funcion de
distribucion usando el método de verosimilitud empirica
y tres modelos de superpoblacion distintos. Estos mode-
los son bastantes generales, e incluyen los casos mas
importantes usados en muestreo. Bajo los modelos que
se describen, estos estimadores tienen minima esperan-
za bajo el modelo de la varianza asint6tica basada en el
disefio entre una clase de estimadores, es decir, son oOpti-
mos dentro de esa clase. Ademas, estos estimadores son
asintéticamente insesgados bajo el disefio si se satisface
el modelo y aproximadamente insesgados bajo el mode-
lo. Por Ultimo, los estimadores resultantes son verdaderas
funciones de distribucion y permiten obtener cuantiles efi-
cientemente mediante inversion directa.

Sea un modelo de superpoblacion semi-parameétrico,
&, en el cual se supone que la relacion entre y y x puede
describirse de la forma siguiente

Be(yilx:) = pu(xi,0), Ve(yilxi) = o7, coni={1,..., N},

donde 0 es un vector de parametros de la superpoblacion.
Para este vector, se puede obtener un estimador basado
en el disefio, 6, utilizando métodos generales para la es-
timacion de ecuaciones (véase por ejemplo Godambe y
Thompson, 1986 y Wu y Sitter, 2001).

Dado el modelo &, el estimador modelo-calibrado de
verosimilitud empirica (M CPE) para la funcion de dis-
tribucion viene dado por

Fruore(t) = 2@5(75 —yi) = Z@Zn

i€s i€s

(2.83)

donde los pesos p; maximizan la funcién (2.11) sujeta a
las restricciones (2.5) y (2.45). La funcion w; de la restric-
cion (2.45) viene dada por

wi = Be(2i|X:) = Ee((to — yi)|%:) = P(y: < tolx).
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El valor ¢y en la segunda restriccion se considera fijo para
conseguir que el estimador Fircp(t) Sea una verdadera
funcion de distribucion. Se pueden proponer otras expre-
siones para w;, pero se ha considerado w; = FE¢(z:|X;)
porgue de entre todos los posibles valores w; = w(X;), el
valor w; = E¢(z;|X;) minimiza la esperanza bajo el modelo
de la varianza asintotica basada en el disefio muestral.

En lo que sigue, se describen tres estimadores de
verosimilitud pseudo empirica modelo-calibrados distintos
para la funcion de distribucion basados en diferentes mo-
delos de superpoblacion (véase Chen y Wu, 2002). Wu
(2003) proporciona resultados de optimalidad para estos
estimadores.

Estimadores bajo un modelo de regresion

Un modelo de superpoblacion cominmente usado en
poblaciones finitas es el modelo de regresion, que viene
dado por

yi = p(Xq, 0) + vieq, iz{l,...,N}, (2.84)
donde v; es una funcidbn conocida de x;, y &;, con
i = {1,..., N}, son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza o2.

Para un modelo de regresion lineal se tiene que
u(x:,0) = xt9, aunque se puede considerar cualquier otro
modelo no lineal. Sea O y on los estimadores de 0 y o,
respectivamente, basados en los datos poblacionales. Se
sabe que bajo un modelo de regresion lineal con varian-
zas homogéneas y 0 de dimension P, Oy = (x'x)™'x'y,
donde x es la matriz de orden N x P,y = (y1,...,yn)", ¥

(y —x0n)"(y — x0n)
(N-P)

2
OoN —
Bajo el modelo (2.84), las cantidades w; en (2.45)
vienen dadas por

wi = Ee(zilX:) = Py <tolxi) =

P(p(Xi,On) +viei < to) =

_ ¢ (to — u(x“GN)) ’

Vi

(2.85)

donde G(-) es la funcion de distribucion de los términos
€i, esto es,

G(t) = %25(15762').

Como el vector 6 es desconocido, es necesario bus-
car una estimacion eficiente para poder obtener las canti-
dades w; . Para este proposito, también es necesario una
estimacion de G(-). Una posible estimacion viene dada
por los residuos estimados, ;, y la funcion G, (-), donde

-~

~ i — w(Xq, 0
2 _ viz )’
vi

ZiES dzd(t — é\z)

Gut) =) did(t—&)=="5——",
; Z]’Es d;
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y 0 es la estimacion basada en el disefio para 6. En con-
clusion, se llega a que las cantidades w; de la restriccion
(2.45) vienen dadas por

w; = Gn <7t0 — 'LL(XHQ)> .
Vi

En algunas situaciones, resulta razonable asumir que
los términos de error ¢; en el modelo (2.84) estan normal-
mente distribuidos. En este caso, se llega a que

wi =@ (to - M(XiﬂN)) 7

ViON

(2.86)

(2.87)

donde ®(-) es la funcion de distribucion de la ley de pro-
babilidad normal estandar. Se observa que se considera
O~ y no 6 en la definicion de w;. Esto se hace para que
las cantidades w; estén bien definidas sobre la poblacion
y puedan tomar todos los argumentos posibles basados
en el disefio. En la practica, se sustituye 6 y on por 6y
o respectivamente, donde éstas Ultimas cantidades son
las estimaciones basadas en el disefio muestral de los
parametros desconocidos del modelo. De este modo, se
llega a la expresion

wi=® <—t° ”(Ax“a)> .
141

En resumen, el estimador MCPFE segun el modelo
(2.84) esta dado por F\}).p (1) = 3, Pid(t —ys), donde
los pesos p; maximizan la funcion (2.11) sujeta a las res-
tricciones (2.5) y (2.45). Las cantidades w, de la segun-
da restriccion vienen dadas por (2.86), o por los valores
(2.88) en caso de existir normalidad en los errores del mo-
delo de superpoblacion.

(2.88)

Estimadores bajo un modelo lineal generalizado

Resulta atractivo adaptar un modelo lineal generaliza-
do a las cantidades w; = F¢(zi|X;) = P(y: < to|x;). Para
ello se considera el modelo de regresion logistico

log( Wi >:X§9,
1—wi

con funcién varianza V(w) = w(1 — w). Bajo este mo-
delo, el parametro poblacional 65 puede definirse como
una solucion de las ecuaciones de estimacion 6ptimas
basadas en la poblacion, esto es, >N | x;(z; — w;) = 0,
donde z; = d(to — t). Asi,

(2.89)

t
wi = —SPiON) (2.90)
1+ exp(xiOn)
Un estimador basado en el disefio, 6, para el parametro
poblacional 5 puede obtenerse resolviendo la corres-
pondiente version muestral del sistema anterior, esto es,
Yics diXi(2f — wi;) = 0. De este modo, un segundo
MCPE, esta vez bajo el modelo (2.89), viene dado por
F2 () = > ies Did(t — y:), donde los pesos p; se ob-
tienen considerando
_ exp(Xf-ﬂA)

= -

;= (2.91)
1+ exp(xt0)

El modelo de regresion logistico da una razonable es-
timacion en la mayoria de las estimaciones.
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Estimadores bajo valores pseudo estimados de
un modelo semi-paramétrico

La variable z; = 6(t — y;) toma solamente valores 0O
0 1, pero los valores estimados w; construidos bajo los
modelos (2.84) y (2.89) estan siempre entre 0 y 1. Tam-
bién es posible utilizar los llamados valores pseudo esti-
mados w; = d(to — ¥s), los cuales también son variables
dicotdbmicas y donde 7; son valores estimados para y;.

Bajo un modelo semi-paramétrico, E¢(y:|Xi:) = p:i Y
Ve (yix:) = v(ps), donde p; = wu(xs,0) y v(-) es una fun-
cion varianza. Los valores estimados ¥; estan dados por
(X, 0). Sea h(-) una conocida funcion de enlace tal que
h(ps) = X;i0. 9 es el estimador maximo verosimil que se
obtiene del sistema de ecuaciones

Z diXi (yi — 1)

o))

i€s
donde h'(u) = Oh(u)/Ou. On es la solucion a

3 Xi(yi —pi) _ o

— v(pi)W (pi)
Por tanto, el estimador viene dado por F{%). . (t) =

Y ics Pid(t — ys), donde los pesos p; se obtienen usando
los valores pseudo estimados

w; = 5(t0 — @\1) (292)

En la practica se usan estas cantidades debido a que los
valores
w; = d(to — p(Xi, On)),
son desconocidos.
Bajo un modelo lineal simple con una Unica variable
auxiliar, u(x,0) = 0o + 6125,y

1 < 1 < to — 0
—_ — .. — 0—Y
N;wz—N;(s(to (0o + 012;)) F( 0 )

donde F(t) es la funcion de distribucion de la variable z.
La restriccion (2.45) se resume a

S to — O
Zpi5(to—(90+91$i))—Fz< 0 0)7

i€s 01

(2.93)

con lo que solamente se debe conocer la distribucion de
frecuencias de x para obtener FE)CPE(t).

Notamos que puede usarse cualquier modelo de su-
perpoblacion. Si el modelo de superpoblacion asociado a
la poblacion en estudio es otro distinto a cualquiera de es-
tos tres, el planteamiento para el calculo del estimador de
verosimilitud pseudo empirica modelo-calibrado es similar
a lo comentado. Bastaria con obtener las cantidades w;
optimas bajo el modelo de superpoblacion asociado.

La eleccion del valor ¢, es un aspecto importante,
puesto que los estimadores son mas precisos para esti-
mar F,(t) cuando ¢ esta en las cercanias del punto ¢.
En consecuencia, ningln w; con un valor fijo t, puede
ser uniformemente optimo para F,(t) en todos los valores
de t. El problema de encontrar un valor 6ptimo ¢, no se
discute en Chen y Wu (2002). De hecho, sus correspon-
dientes estudios empiricos usan cuantiles poblacionales
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de la variable y para obtener el valor t,. Esta eleccion no
puede realizarse en la practica debido que los cuantiles
poblacionales de la variable de estudio son desconocidos.
En resumen, estos estimadores presentan dos inconve-
nientes principalmente: (i) es necesario el conocimiento
de un modelo de superpoblacion para los datos mues-
trales del estudio y (ii) se hace un uso poco eficiente de la
informacion auxiliar, puesto que seria posible definir los
estimadores usando mas de un punto ty, utilizando de
este modo mas informacion auxiliar, lo que conlleva es-
perar estimaciones mas precisas. Estos problemas puede
solventarse en gran medida mediante la metodologia pro-
puesta en la Seccion 2.4.3, donde se usa un vector t, para
obtener estimaciones mas eficientes para cualquier ¢.

El estimador que se propone para la funcion de dis-
tribucion usa una aproximacion modelo-asistida y el méto-
do de verosimilitud empirica. Con el objetivo de que este
estimador sea mas eficiente para cualquier ¢, éste usa
un vector ty basado en los cuartiles poblacionales de una
pseudo-variable que es conocida en la practica. Ademas,
este estimador es una verdadera funcion de distribucion y
goza de una excelente ganancia en eficiencia como con-
secuencia de un uso efectivo de la informacion auxiliar.
Estas son dos de las ventajas mas importantes del esti-
mador propuesto.

2.4.3. Estimador
asistido

propuesto modelo-

En esta seccion se propone usar la aproximacion
modelo-asistida basada en el método de verosimilitud
empirica para construir un estimador de la funcion de dis-
tribucion poblacional. La informacion auxiliar multivariante
puede incorporarse en la etapa de estimacion y se hace
un uso efectivo de la informacion auxiliar. Este estimador
basado en el disefio muestral es una auténtica funcion
de distribucion que disfruta de varias propiedades impor-
tantes.

Para construir el nuevo estimador para Fy (t), se modi-
fican los pesos del estimador ﬁHKy(t), es decir dj, por
unos nuevos pesos p;. Este conjunto de pesos se de-
termina por medio de una aproximacion modelo-asistida
y usando las técnicas de verosimilitud empirica (Seccion
2.2).

Se considera la estimacion modelo-asistida porque
esta aproximacion proporciona un esquema de trabajo
conveniente en el cual se pueden desarrollar estimadores
muy precisos. A través de un modelo de superpoblacion
se construyen estimadores basados en la muestra que
mejoran la precision de las estimaciones cuando el mo-
delo es correcto, pero que también mantiene propiedades
importantes, tales como consistencia y una varianza es-
timable, cuando el modelo es incorrecto.

Se considera el usual modelo de regresion dado por

t .
yi = B X +vieq, i=1,...,N, (2.94)
donde v; es una funcion conocida de z; y los valores ¢;
son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media 0 y varianza o>.

En la practica, los valores del vector 3 son desconoci-

dos. Mediante la teoria de regresion, puede deducirse que
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el estimador de minimos cuadrados de 3 (Sarndal et al.,

1992) 1
ot o
o- (L) oy

ieU €U

(2.95)

es el mejor estimador insesgado lineal de § bajo el mo-
delo (2.94). B es un parametro poblacional desconocido,
pero puede estimarse usando los datos muestrales y apli-
cando el principio de estimacion de las probabilidades de
inclusion, esto es

NE-S

i€s

1
> d;‘—f (2.96)
1€ES

El estimador propuesto modelo-asistido basado en el
método de verosimilitud empirica se obtiene definiendo la
pseudo-variable g, donde g; = 3'x;, parai € s. Esta varia-
ble puede considerarse como una prediccion para y; bajo
el anterior modelo lineal.

Sean tg25 Qg(0,25), tgs0 = Qg(05) ¥ tgrs =
®4(0,75) los cuartiles poblacionales de la variable g,
donde Qq(a) = Inf{t | Fy(t) > a} = F; *(). Bajo nues-
tro marco de trabajo, estas cantidades estan disponibles,
puesto que asumimos que la informacion auxiliar pobla-
cional es conocida. El estimador de verosimilitud pseudo
empirica modelo-asistido para la funcion de distribucion
se define como Faa(t) = > ., Pid(t — y:), donde los

nuevos pesos p; se obtienen maximizando I(p) sujeta a
las siguientes condiciones

> opi=1,

i€s

(pi > 0), (2.97)

™M=

O(tg2s — gi) = Fy(tg2s) = 0,25,

(2.98)

> pid(tges — gi) = N

i€s i=

=

M:

d(tgs0 — gi) = Fy(tgs0) = 0,5,

(2.99)

> pid(teso — gi) = N

i€s i=1

5(t975 —gi) = Fy(tgrs) = 0,75.

™M=

> pib(tgrs — gi) = N

SE]
(2.100)

Notese que la idea de usar §(t — g;), para algun ¢, co-
mo una variable de calibracion para construir restricciones
tales como (2.98), (2.99) y (2.100) fue discutida, en primer
lugar, por Wu y Sitter (2001) y posteriormente elaborada
en Cheny Wu (2002).

Existen dos aspectos importantes relacionados con
este o cualquier otro procedimiento de estimacion. Estos
son la eficiencia y la consistencia. La eficiencia se re-
fiere al cumplimiento del estimador en términos de sesgo
y error cuadratico medio. En la Seccign 2.4.5, se realiza
una comparacion de la eficiencia de Fis4(t) con respec-
to otros estimadores conocidos. Las restricciones (2.98),
(2.99) y (2.100) son requerimientos de consistencia al-
tamente usados y son impuestos en la practica porque
resulta razonable pensar que los pesos que dan estima-
ciones perfectas para las variables auxiliares, deberian
también dar una buena estimacion para la variable de es-
tudio.
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La eleccion de tg425, tgs0 Y tg75 €n (2.98), (2.99) y
(2.100) se realiza por varias razones. En primer lugar, es-
to esta altamente relacionado con la existencia de la solu-
cion del método de verosimilitud empirica. Si se usaran
mas de tres valores t, esto es, un mayor nimero de res-
tricciones, se podria llegar a problemas de existencia de
solucion (véase la Seccion 2.4.4 para un mayor detalle).
Estos puntos estan también especificados por motivos de
eficiencia. Si se usa un (nico punto to, Fara(t) sera mas
eficiente para ¢ en las proximidades de t,. Para varios va-
lores de ty, es razonable asumir que si éstos estan per-
fectamente distribuidos dentro del posible rango de valo-
res de t, entonces, ﬁMA(t) sera mas eficiente. Los valores
tg25, tg50 Y 475 €xhiben una buena distribucion y por tan-
to, Fr 4 (t) serd més preciso cuando ¢ se encuentre en los
alrededores de los cuartiles poblacionales de la variable
g. Esto afecta a un alto rango de valores de la variable de
estudio.

ﬁMA(t) sera, especialmente, mas eficiente cuando ¢
es igual a uno de los valores t425, tgs50 O tg75. ESto im-
plica que no hay una eleccion 6ptima de valores para to-
do t. Por otro lado, para ¢ igual a tg2s, tg50 Y tg7s Y Si €l
modelo (2.94) se ajusta perfectamente a la poblacion de
estudio, esto es, y; = 8'X; = gi, 4 = 1,..., N, entonces
§(t — gi) = 8(t —y:) y Fara(t) se reduce al valor exacto
de F,(t). Es de esperar, que en el caso de una informa-
cion auxiliar fuertemente relacionada con la variable de
estudio, la correlacion entre y; y g; sera mayor, y conse-
cuentemente, Fiz4(t) cumplira mejor en el sentido de ob-
tener estimaciones méas precisas para F,(t).

Denotando por t, = (tg25, tg50, tg7s)"s

Sty — gi) = (8(tg25 — ), 6(tg50 — 93), 6 (tgrs — )"
y K = (0,25,0,50,0,75)", las restricciones (2.98), (2.99) y
(2.100) pueden expresarse por

> pidlty

1€8

> piui =0,
i€s
donde u; = 4(ty — gi) — K.
Mediante el conocido método de multiplicadores de
Lagrange, puede demostrarse que la solucion del pro-
blema de maximizacion sujeto a las condiciones (2.97) y
(2.102) esta dado por

—gi)=K (2.101)

o también como
(2.102)

. d;

pi = m, (2.103)

donde el multiplicador de Lagrange A, cuya dimension es
tres, se obtiene de la ecuacion
Uz

h(A) = 2 T3y, =0

(2.104)
Puede demostrarse que, con probabilidad tendiendo a
uno cuando el tamafio muestral va a infinito, existe una
Unica solucion a h(A) = 0. Si tal solucion existe, ésta
puede encontrarse, por ejemplo, con el Algoritmo 2.1, el
cual tiene garantizada la convergencia a la solucion.
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2.4.4. Propiedades teo6ricas

Un estimador modelo-asistido para la funcién de dis-
tribucion se ha definido en la Seccion 2.4.3. A conti-
nuacion estudiamos varias propiedades de este esti-
mador, las cuales pueden ser importantes en la practi-
ca. En concreto, se estudia la existencia del estimador, se
demuestra que ﬁMA(t) es una verdadera funcion de dis-
tribucion, se obtiene otra propiedad relacionada con la efi-
ciencia del estimador propuesto y se establecen algunos
resultados asintoticos.

Existencia del estimador

Existen dos aspectos computacionales por los cuales
el estimador ﬁMA(t) no pueda existir: (i) en la obtencion
del vector By (i) para encontrar la solucion a h(\) = 0 en
(2.104). R

En el punto (i), 5 siempre existe cuando se aplica infor-
macion auxiliar univariante. En otro caso, (3, dixix{) ™!
no puede calcularse si no es de rango completo. Esta
situacion es poco probable cuando n > P.

Respecto a la segunda cuestion, se ha comentado
que puede emplearse el Algoritmo 2.1.

Para el caso de la estimacion de la media poblacional,
la variable u; que usualmente se toma es u; = X; — X
(Chen y Sitter, 1999), la cual esta también justificada por
un modelo lineal. Bajo esta situacion y usando el Algo-
ritmo 2.1, h(\) = O falla para proporcionar la solucion
si: (i) el vector de medias X no es un punto interior del
conjunto convexo formado por {x;,i € s}, 6 (ii) la matriz
> ;e dil;Ug no es de rango completo.

En (i), el estimador de verosimilitud pseudo empirica
no existe. Para el caso de estimar la media poblacional,
esto ocurre con una probabilidad tendiendo a cero cuan-
do el tamafio muestral tiende a infinito. En el escenario
de la estimacion de la funcion de distribucion, la situacion
es bastante diferente. En particular, para el procedimien-
to propuesto, el vector K es siempre un punto interior del
conjunto formado por {4(t; — gi),? € s}, puesto que los
componentes de este vector son 0 6 1, mientras que los
componentes de K toman valores dentro de [0, 1]. Nota-
mos que los componentes del vector 4(t; — g;) no pueden
ser todos 0 6 1 para i € s, salvo en situaciones extremas.

Sea ty = (to(1)s---ston),---»tocm))" Otro vector dife-
rente de t, con similar o diferente dimension y que puede
usarse en restricciones como la dada por (2.101). Respec-
to al punto (ii), decir que resulta necesario una cuidadosa
eleccion del vector to para evitar o eliminar el problema
de multicolinealidad. En lo que sigue, se justifica la elec-
cion ty = (tges,tg50,tg75)". EN primer lugar, si se toman
valores de t,(,) con dos ellos muy cercanos, entonces,
resulta mas probable que surga el problema de la mul-
ticolinealidad. Si se usan valores extremos de to (0 muy
elevados o demasiados pequefios), la variable indicado-
ra 6(to — g;) podria tener todos sus elementos iguales a
cero o a uno para i € s, y por tanto, el método de verosi-
militud empirica no tendria soluci6n. Teniendo estas con-
sideraciones en cuenta, la eleccion t, = (tg25,tg50,tg75)"
resulta apropiada, puesto que cada punto esta alejado del
resto y ademas, estos puntos no se encuentran cercanos
a los valores extremos de la variable g, evitando que la
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variable indicadora §(t, — g;) pueda contener valores que
sean todos iguales a cero 0 a uno para ¢ € s. Bajo este
planteamiento, el problema de la multicolinealidad es im-
probable. Notamos que este problema decrece conforme
aumenta el tamafio muestral. Por ejemplo, no se ha ob-
servado problemas de multicolinealidad para el estimador
Fra(t) en los estudios de simulacion de la Seccion 2.4.5,
mientras que cuando se usa un vector ty con dimension
mayor de 5, nos encontramos problemas de multicolinea-
lidad para tamafios muestrales mayores de 50.

Como se comentd en la Seccion 2.4.3, la eleccion
ty, = (tg25,t450,t475)" €St también especificada por mo-
tivos de eficiencia. Ademas, el estimador Fy, 4 (t) es facil-
mente computable debido a que el vector t, es de dimen-
sion igual a 3 y por tanto, el sistema (2.104) presenta un
namero pequefio de ecuaciones.

ﬁMA(t) es una auténtica funcion de distribucion

La siguiente cuestion es comprobar si el estimador
propuesto es una verdadera funcion de distribucion. Para
dAeterminar esto, debemos verificar si se satisfacen, para
Fu a(t), las condiciones (C2.17), (C2.18) y (C2.19) de la
Seccion 2.4.1.

Resultado 2.1 El estimador ﬁMA(t) es una verdadera
funcion de distribucion.

Demostracion

Resulta facil demostrar que la condicion (C2.17) siem-
pre se satisface si los pesos p;, para i = 1,...,n, son
independientes de ¢:

= hm sz (t—ys) =
i€s
szO—O

—Zpl hm ot —ys) =
1€S 1€Ss
)=t D p(e-
—Yh-1

—Zpl hm ot — i)
i€s

i€s

hm FA{A

lim F]V[A
t——4oo

Por otro lado, Fa4(t) es una funcion continua por la
derecha y monétona no decreciente para unos pesos p;
que sean independientes de ¢:

m Seat; < ta, entonces 0(t1 — y;) < 0(t2 — y;) para
i€ sy Faa(t) =2, pi0(ti—yi) < X0ic, Pid(ta—
¥i) = Faa(t2), puesto que p; son los mismos valo-
res positivos para ty Y to.

= hmsz (t—y) =

1€s
Zpl hm(5t—yl Zpl

— )
i€s i€s

Por tanto, las condiciones (C2.17), (C2.18) y (C2.19)

se satisfacen para ﬁMA(t) si el mismo conjunto de valo-

res p; son usados para cada argumento ¢. Como Faya(t)

asume un vector fijo ty, entonces, ﬁMA(t) es una ver-

dadera funcion de distribucion. O

= Seat > t¥, hm FMA

= Faua(th).
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Faa(t) es igual a F,(t) cuando z; = y;

En las investigaciones por muestreo que incorporan
muestreo sucesivo, la variable auxiliar es la misma que
la variable principal, pero medida en un periodo ante-
rior. En este caso, la informacion auxiliar incluye valores
poblacionales de la variable z, los cuales pueden estar
proximos a los valores de y. En tal situacion, resulta ra-
zonable esperar que un estimador de F,(t) deberia de
aproximarse a F,(t) a medida que z se aproxima a y. Es-
ta propiedad no se satisface para el estimador estandar,
puesto que éste no hace uso de la informacion auxiliar.

Si y; = x;, puede verse que 8 = 1, ¢9; = yi Y
segunda restriccion planteada para el estimador ﬁMA(t)
esta dada por ), pid(ty — i) = Fy(ty). Asi, Faa(t) =
Y ics Did(t —y:) es exactamente igual a F, (t) si t coincide
con uno de los valores de vector t,. Si esto no sucede,
la igualdad, en general, no se cumple, aunque se espe-
ran que las desviaciones sean pequefias si el argumento
t esta proximo a un componente de t,.

Comportamiento asintotico

El siguiente paso es establecer el comportamiento
asintotico del estimador Fas4(t). Lamentablemente, este
estimador usa los vectores t, y B, que son dependien-
tes de la muestra, lo que dificulta la obtencion del com-
portamiento asintotico de este estimador. No obstan-
te, es posible obtener algunos resultados para el esti-
mador ﬁMAl(t) que es muy similar al estimador propuesto
aungue menos eficiente al utilizar menos informacion au-
xiliar. Este estimador se obtiene equivalentemente al es-
timador propuesto, con la diferencia de que los pesos p;
estan basados en las restricciones (2.97) y

N
S pidte — g) = 5 3-8t — gi) = Fulto),  (2109)

1€s
para un valor cualquiera to especificado.

Nota 2.1 En caso de haber establecido propiedades
asintoticas como la equivalencia con otros estimadores
o la determinacion de la varianza del estimador ﬁMA(t),
estas expresiones serian solamente validas para mues-
tras de gran tamafio y por tanto, serian poco (tiles en la
practica. Habitualmente, la replicacion de algin tipo, co-
mo Bootstrap, Jackknife o replicacion mediante muestras
balanceadas (Shao y Tu, 1995), es una alternativa que
se usa en la etapa de estimacion de la varianza, parti-
cularmente para la estimacion de varianzas de funciones
de distribucion que son especialmente dificultosas. Tales
procedimientos son faciles de computar (Dalgleish, 1995)
y ademas, han demostrado un buen cumplimiento para
el método de verosimilitud empirica (Chen y Sitter, 1999)
y para la estimacion de la funcion de distribucion (Lom-
bardia et al., 2003, Lombardia et al., 2004).

Teorema 2.7 Cuando el vector B se reemplaza por el
parametro B dado en (2.95), el correspondiente esti-
mador de verosimilitud pseudo empirica modelo-asistido,
ﬁ}ém(t), cuando se usa el punto t, = t, es asintotica-
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mente equivalente a un estimador de tipo regresion gene-
ralizado:

Ffai(t) = Friey (t) + (Fo(t) — Fo()D + 0p(n~?),

donde D = Z&» =
U’UJ

_ s G —wi) — Fricy(D)][6(t — bi) — Fy(t)]
Sics di16(t = bi) — Fy(t)]?

b; = B'x;, Fy(t) es la funcion de distribucion de la va-
riable by ﬁ“b(t) denota el estimador de tipo Hajek para la
funcion de distribucion de b en el punto ¢. z y w denotan
las variables §(t — y) y 6(t — b), respectivamente. Por tan-
to, Fara1(t) es asintoticamente insesgado bajo el disefio
y tiene la misma varianza asintética que el estimador de
tipo regresion generalizado.

)

Demostracion

Para demostrar este teorema, asumimos que la
poblacion finita esta envuelta en una sucesion de pobla-
ciones donde n y N aumentan de tal forma que (n/N) —
f cuando n — oco. Ademas, se considera la variable de
calibracion §(t—b;) en (2.105) para construir Fiasa1(t). Sea
u; = 0(t—b;) — Fp(t). Puesto que |u;| < 1, las condiciones
(C2.1) y (C2.2) del Teorema 2.3 se satisfacen y por tanto

ZiEs d:cul
ZiEs dju?

y i = di (1 — Mu;) + op(n~1/?). Asi:

Fiian(t) =Y 5ib(t —yi) + op(n~V/?) =

1€8

(ﬁb(t) - Fb(t)> s

A\ = 71/2)

+ OP(n ’

8(t = i) + 0p(n~ /%) =

> di|1-

i€s ZiEs d:uf
” }?'b(t) — Fp(¢) - —1/2
dio(t—yi) - ~—=——— di uid(t—yi)+op(n =
; ) R ; )+os( )
Dies Biuid(t — yi)

Frrcy () +(Fo ()~ F(t) ~1/2)

ZiES d:‘uf Op(n
Frrey(t) + (Fo(t) — Fy(£))D + 0p(n~'/?).

O

El resultado anterior es valido cuando se usa el

parametro poblacional B. El siguiente resultado garantiza

que el Teorema 2.7 también se cumple cuando usamos el

parametro muestral 3, el usado por el estimador Fas a1 (t).

Teorema 2.8 Los estimadores Fiasa1(t) y Fii 4, (t) tienen
la misma distribucion limite.

Demostracion

Denotemos los estimadores modelo-asistidos de _ve-
rosimilitud pseudo empirica por Faai(t) = Tu(3) y
FE,.(t) = T.(B). La expresion T, (3) depende del es-
timator ,@ es cual es funcion de los datos muestrales y es-
tima consistentemente el vector de parametros 3. Reem-
plazando el estimador 3 en T),(-) por v y denotandolo por
T, (), es posible encontrar la distribucion limite de la me-
dia de esta expresion cuando el valor actual del parametro
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es 3 u(y) = lim, .o Bp[T0(7)] = E,(t), donde F, (1) e
el valor limite de Fy(¢) cuando N — oo. Por tanto
)| _ (el M| op(y)
Oy ly=s Oy ly=p" Oy2 ly=p""""" Oyp l\=p
=(0,0,...,0).

Randles (1982) demostr6 que bajo esta condicion,
la distribucion limite de T»(8) (= Fmai(t)) y Tn(B) (=
FE A41(t)) son idénticas. O

Teorema 2.9 EIl comportamiento asintotico del estimador
EPY(t) = Fuky(t) + (Fy(t) — Fy(t))D es el mismo del
estimador F°%(t) = Fruiy(t) + (Fy(t) — Fy(t))D, con

)
b e _ T A1t =) = Fy(0][5(t — bo) -
ol Yicu di[0(t = bi) — Fy(8)]
Consecuentemente, ﬁﬁm (t) es asintoticamente normal y

asintéticamente insesgado bajo el disefio. Su correspon-
diente varianza asintética esta dada por

AV FMA1 ZZAzl d; E;)(d Ev), (2.106)
i€U LU
donde Ay = 7y —mim Y By = 6(t — i) — 0(t — b)) D

Demostracion
EP1(t) puede expresarse como sigue:

EPN(t) = Frrey(t) + (Fy(t) — Fy(t))D =
= Frry(t) + (F(t) — Fo(t))(D — D + D) =
= Fricy(t) + (Fy(t) — Fy(t)) D+ (Fy(t) — Fy())(D — D) =
= F)?(t) + (Fo(t) — Fy())(D — D).

ﬁb(t) y D son asintoticamente insesgados bajo el disefio
para Fy(t) y D, respectivamente, y por tanto el producto
(Fy(t) — Fy(t))(D — D) sera de menor orden que Fy(t).
Consecuentemente, el término (F,(t) — Fy(t))(D — D)
tiene menor orden que Frry(t) + (Fy(t) — Fy(t))D. En-
tonces, ﬁfl(t) es asintéticamente insesgado y puesto
que los estimadores Fi c,(t) y Fy(t) son asintoticamente
normales, el estimador ﬁfl(t) es asintoticamente normal.
La varianza asintotica de F;”(t) coincide con la va-
rianza del estadistico F°2(t), la cual esta dada por

\% (ﬁ’HKy(t) + (Fy(t) — ﬁb(t))D) _

=V (ﬁHKy (t) + Fy(t)D — ﬁ,,(t)D) -

-V (ﬁHKy(t) - ﬁ,,(t)D) ,

puesto que Fj(¢)D es un término constante. Ahora

= A6t —yi) - dis(t
i€s i€s
> diE;,

i€s

Frry(t) —

_ Zd
1€Es
con E; = 5(t — yz) — 5(t — bl)D

(t —yi) — 6(t — b;)D] =
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Fp ()]

Asi, la varianza asintotica de ﬁﬁm (t) esta dada por

AV (Ffa1(t)) = V(Frky(t) — Fy(t)D) =
=V <Z dei) =D Auld; E)(di Ey).
1€ESs €U leU

O

Considerando el TeoLema 2.8, el resultadoAanterior

también sostiene para Farai(t) en lugar de Fi 4 (t).

Por tanto, asumiendo el estimador Fys 41 (t), la varianza
(2.106) puede estimarse por

DM

1€Es jES

FMA1 Plel (Dje;),
77”

nG =22 =

52
U‘U

donde e; = 6(t — y:) — 6(t — g:)G, co

_ Siea di (5t — ) — Furcy (0][8(t — g0) — Fy(1)
S ice 11006 = gi) = Fy (1))

y donde v denota a la variable 6(¢t — g).

I

Nota 2.2 Algunos autores, tal como Rap et al
(1990), usan la pseudo-variable ¢g; = R'x;, para
i1 = 1,...,N, para construir estimadores modelo-
asistidos para la funcion de distribucion, donde
R = (X, dizi) (X ,c. diyi). El problema de esta
pseudo-variable es que Unicamente puede usarse para
una variable auxiliar. Bajo tal situacion, RO £ pueden
usarse.

Nota 2.3 El estimador ﬁMA(t) es computacionalmente
simple y no depende de parametros desconocidos, puesto
que el vector t, puede calcularse faciimente a través de
X, el cual asumimos es conocido. Cuando esta informa-
cion no esta disponible, el muestreo bifasico es una técni-
ca apropiada para poder aplicar el estimador propuesto.
Este muestreo consiste en tomar una primera muestra
mas grande, donde se recogen los datos de la variable
auxiliar. Esto servira como informacion auxiliar completa
en una segunda muestra mas pequena.

2.4.5. Propiedades empiricas

Las principales propiedades del estimador Fisa(t)
han sido establecidas en la Seccion 2.4.4. El siguiente pa-
so es analizar la precision de este estimador por medio
de un estudio empirico. Por tanto, en esta seccion se lle-
van a cabo estudios de simulacion para investigar el cum-
plimiento muestral de varios estimadores de la funcion
de distribucion existentes en la literatura del muestreo en
poblaciones finitas.

Para realizar estos estudios se han usado dos pobla-
ciones simuladas generadas bajo una relacion lineal entre
y Y X, Y una poblacion natural, en la cual no se sostiene
una relacion de este tipo.

Las poblaciones simuladas, de tamafio N = 1000, se

han generado mediante el modelo
yi = 0o + 01215 + G222 + €, (2.107)

donde las variables z1; y z2; se han generado de distribu-
ciones Gammayy las cantidades ¢; son variables aleatorias
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independientes e idénticamente distribuidas con distribu-
cion Normal de parametros 0 y o2. El valor de o2 se es-
coge de modo que el coeficiente de correlacion entre y;
y 0o + O1z1; + 62x2; €s 0.98 para la primera poblacion
(Pob098) y 0.80 para la segunda poblacion (Pob080).
Como poblacion natural se emplea la poblacion Murthy,
la cual presenta un comportamiento exponencial en sus
datos. En el Apéndice A estan disponibles las propiedades
mas importantes de estas poblaciones asi como sus res-
pectivos diagramas de dispersion.

La precision del estimador propuesto ﬁMA(t) es com-
parada con los siguientes estimadores: el estimador con-
vencional ﬁHTy (t), el estimador de Chambers y Dunstan
(1986) ﬁCD(t), los estimadores propuestos en Rao et
al. (1990), esto es F.(t), Fa(t) y Frin(t), y por Glti-
mo, el primer estimador M C PE propuesto en Cheny Wu
(2002), el cual denotamos como F'{;).(t).

Notamos que el modelo (2.107) fue también usado por
Chen y Wu (2002), teniendo el estimador Fﬁé(t) el mejor
cumplimiento en la mayoria de los casos. En este estu-
dio, también se usa el estimador Fi4(t) cuando se con-
sidera un valor ¢, en las restricciones. Este estimador se
denota como Fsa1(t). Esto nos permitira comprobar la
ganancia de precision de usar un vector en las restriccio-
nes en lugar de usar un Unico valor. Asi, el mismo pun-
to to = Q4(0,5) es usado por los estimadores ﬁz(é)c(t) y
Fu 41(t) para cada ¢, puesto que esto es necesario para
obtener una auténtica funcion de distribucion.

Se llevan a cabo dos estudios de simulacion. Por
un lado, se evalian los estimadores en los puntos
to= Q,025), t = Qu050) y t = Q0,75
Con el fin de revelar el comportamiento medio de
los distintos estimadores en diferentes valores de ¢,
se realiza otro estudio de simulacion para los argu-
mentos ¢t = Q,(0,1),Q,(0,2),...,Q,(0,9). Este Gltimo
nos permitira observar el comportamiento del estimador
Fara(t) cuando se usan valores de ¢ alejados de t, =

(tg25,tg50, tg75)""

Primera simulacion

Esta primera simulacién consiste en tomar una mues-
tra aleatoria simple de las anteriores poblaciones y esti-
mar la funcién de distribucion en los puntos t = @Q,(0,25),
t = Qy(0,50) y t = Qy(0,75) mediante los distintos es-
timadores. Este proceso se repite B = 1000 veces para
diferentes tamafios muestrales. A continuacion, el cumpli-
miento de todos los estimadores se compara en términos
de Sesgo Relativo (SR) y de Eficiencia Relativa (E'R), con

1 P - Fy(1). _ BECM[F(t)]
SR(t) = B ; Fy(t) BR(®) ECM{[Fpry(t)]
(2.108)

donde b expresa la b-ésima simulacion, F(t) es un
estimacler cualquiera de Ig funcion de distribucion,
ECMI[F(t)] = B 'S0 [F(t), — Fy(t))* es el Error
Cuadratico Medio empirico para F(t), y ECM[Frry(t)]
se define de modo similar para el estimador estandar. No-
tamos que valores de E'R menores de 1 indican que el es-
timador F(t) es mejor que Fury(t) en términos de error
cuadratico medio.
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Las funciones que permiten llevar a cabo este estudio
pueden consultarse en el Apéndice ??. La funcion de R
usada para encontrar la solucion de la ecuacion h(\) =0
puede también verse en Wu (2005).

Las Figuras B.7 y B.8 muestran la ER para las tres
poblaciones cuando se evallan en los cuartiles pobla-
cionales de la variable de interés. En los casos donde
un estimador cumpla peor que el estimador estandar, su
correspondiente linea estara omitida. Los valores absolu-
tos de las cantidades SR para Fis 4(t) estan todas dentro
de un rango razonable y son todos menores del 1 %. Esto
sostiene para el resto de estimadores en la mayoria de los
casos. De este modo, estos valores no se muestran.

De las Figuras B.7 y B.8 se pueden obtener las si-
guientes conclusiones:

1. ﬁMA(t) es considerablemente mas preciso que el
resto de estimadores en t = Q,(0,25) y t =
Q4(0,75), y exhibe la méas baja ER en estos ca-
sos. Cuando se estima la mediana de la variable
de interés, la situacion es diferente, es decir, otros
estimadores presentan un similar comportamiento
a Fu a(t). Por ejemplo, uno de estos estimadores
es ﬁﬁ)c(t) en las poblaciones Pop098 y Pop080.
Este estimador muestra una mayor ER en los pun-
tos t = @Qy(0,25) y t = Q,(0,75) debido a que o
esta alejado de t. El conocimiento del modelo cor-
recto maximiza la eficiencia de ffv})c(t), pero sola-
mente cuando ¢ esta proximo a to.

2. En los casos donde hay una fuerte informacion
auxiliar (Pop098), la ganancia de usar Fcp(t),
FUL(t), Fara(t) y Farai(t) puede ser substancial
comparada con el estimador estandar.

3. Ladébil linealidad en la poblacion Murthy afecta es-
pecialmente a ﬁfv})c(t) y Fep(t), los cuales son mas
eficientes cuando los datos se rigen por un modelo
lineal (Pop098 y Pop080).

4, ﬁcn(t) es menos eficiente que el estimador
estandar de tipo Horvitz-Thompson cuando la fun-
cion de distribucion se estima en los puntos ¢t =
Qy(0,25) y t = Q4(0,75). Este estimador es bas-
tante preciso cuando ¢ esta proximo a Q,(0,5),
aunque llega a ser considerablemente menos efi-
ciente cuando ¢ esta alejado de Q,(0,5).

5. Faai(t) es siempre menos preciso que Fira(t).
Esto revela la ganancia de usar el vector t, en lu-
gar de un valor ¢o. En cualquier caso, F;41(t) tiene
un buen comportamiento y es siempre mas eficiente
que el estimador estandar.

6. Entérminos de E R, el estimador mas eficiente para
F,(t) se obtiene por Fir4(Q,(0,75)) en la poblacion
Murthy. En este caso, los estimadores modelo-
calibrados y basados en modelos no tienen un buen
comportamiento. Esto puede deberse a que no exis-
te una buena linealidad y a que t esta alejado de t.

7. Los estimadores ﬁ(t) y ﬁd(t) son siempre conside-
rablemente menos eficientes que Faa(t).
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Segunda simulacion

La simulacion anterior se ha realizado en los puntos
t = Qy4(0,25), t = Q,(0,50) y t = @,(0,75). Puede ob-
servarse que el orden de estos cuantiles coincide con el
orden de los cuantiles del vector t,. Es esperable que
Fua(t) cumpla bien en esta situacion. Por este motivo,
usaremos otro estudio de simulacion para medir la pre-
cision de los distintos estimadores en los puntos ¢t =
Qu(0,1),Qy(0.2), ..., Q,(0,9).

En este caso, el cumplimiento de los estimadores es
medido mediante el Sesgo Relativo Medio (SRM) y la
Eficiencia Relativa Media (F RM), dados respectivamente
por

9
1
SRM = ¢ q; |SR(t,)| ; ERM =

donde SR(t) y FR(t) estan definidos en (2.108) y ¢, es el
g-ésimo decil para la variable de estudio.

Consideramos también una medida global del cumpli-
miento de los estimadores a través de los 9 cuantiles para
cada muestra obtenida de las B = 1000 simulaciones.
Esta medida es la Desviacion Absoluta Maxima (DAM)
que esta dada por: DAM(b) = méxq |F'(tq)s — F(tq)|, para
b =1,...,B. Notamos que las medidas SRM, ERM y
DAM han sido también usadas en Silva y Skinner (1995).

La Figura B.9 muestra los valores SRM, en tanto por
ciento, para las tres poblaciones. Puede observarse que
todos los estimadores exhiben valores SRM menores del
1% para las poblaciones Pob098 y Murthy. Asumiendo
una relacion mas débil (Pob080), el estimador de tipo
razon presenta el peor comportamiento (su SRM ronda
el 1.4%). En la mayoria de los casos, puede observarse
que los valores SRM son decrecientes segin el tamafio
muestral y que el estimador ﬁMA(t) presenta el menor
sesgo.

Los valores ERM para las tres poblaciones estan
mostrados en la Figura B.10. Estos resultados revelan que
hay una razonable ganancia de eficiencia al usar Fasa(t)
con respecto a otros estimadores. ﬁ](v}é(t) muestra el se-
gundo mejor comportamiento en las poblaciones Pob098
y Pob080, las cuales estan basadas en un modelo lineal.
A pesar de esta relacion lineal entre y y x, la pérdida de
eficiencia de ﬂ}é(t) comparada con ﬁMA(t) se debe al

hecho de que el estimador ﬁjﬁ/})c(t) usa un Gnico valor fijo
to = 0,5, y éste es menos preciso cuando ¢ esta aleja-
do de ¢o. En términos de ERM, Fcp(t) muestra el peor
comportamiento de todos los estimadores considerados.
Fep(t) es mas preciso cuando ¢ esta cercano a @, (0,5),
aunque este estimador sufre una considerable pérdida de
eficiencia en cuantiles extremos (de bajo o alto orden).

La Figura B.11 muestra los diagramas de cajas
con bigotes de las distribuciones de los valores DAM
obtenidos para las tres poblaciones. Se han tomado
muestras de tamafio 100 para las poblaciones Pob098
y Pob080 y muestras de tamafio 50 para la poblacion
Murthy. Estos diagramas confirman el analisis anterior:
Fep(t) presenta la maxima desviacion absoluta mientras
que ﬁMA(t) muestra el mejor comportamiento en todos
los casos.

En todos los estudios (KR, SR, SRM, ERM y
DAM), el estimador propuesto, Fas 4(t), proporciona una
buena mejoria sobre ﬁMAl(t), el cual usa un Gnico punto
to. Esto confirma la ganancia en eficiencia al usar el vector
t,, especialmente cuando t esta alejado de to.
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3. Aportaciones a la estimacion de cuantiles

3.1. Introduccion

El problema de la estimacion de la totales y medias
poblacionales en presencia de variables auxiliares ha si-
do extensamente discutido en la literatura del muestreo de
poblaciones finitas. Para el problema de la estimacion de
la mediana y otros cuantiles, la situacion es bastante dife-
rente y tan solo en la actualidad este problema esta sien-
do discutido, debido en parte, al creciente interés de este
tipo de medidas. Notamos que los distintos estimadores y
métodos propuestos para la media y el total de una varia-
ble no tienen una extension obvia al problema de la esti-
macion de cuantiles.

Un ejemplo del uso de cuantiles y otras medidas rela-
cionadas en muestreo de poblaciones finitas es el si-
guiente. Frecuentemente, los organismos nacionales de
estadistica y otras agencias se encuentran con varia-
bles, tales como ingresos, gastos, etc., que presentan dis-
tribuciones con una alta asimetria. Bajo estas circuns-
tancias, la mediana resulta mas apropiada que la me-
dia poblacional. De este modo, asumiendo datos de En-
cuestas Continuas de Presupuestos Familiares, los go-
biernos de diferentes paises obtienen numerosas medi-
das de pobreza, tal como la proporcion de bajos ingre-
sos, que dependen directamente de determinados cuan-
tiles. Un ejemplo de este tipo de medidas viene dado por
Eurostat (2000), en donde se define que un salario es ba-
jo si éste esta por debajo del 60% del salario mediano
mensual, es decir, el cuantil de orden 8 = 0,5 se emplea
en Eurostat. A nivel nacional, el Instituto Nacional de Es-
tadistica y sus correspondientes organismos autbnomos,
definen una medida similar para determinar el indice de
pobreza, aunque en este caso la variable principal es el
gasto producido en los hogares espafioles. Otros estudios
de tipo econdmico también usan cuantiles para estudiar
la relacion entre gastos en alimentacion de los hogares y
los correspondientes ingresos, andlisis de salarios y gas-
tos, impacto de varias caracteristicas demogréficas, cali-
dad en la escuela, analisis de demanda, etc. Una extensa
bibliografia sobre estas y otras aplicaciones en estudios
de tipo econémico puede consultarse en Koenker y Hal-
lock (2001).

Al igual que para el caso de la estimacion de parame-
tros lineales como medias o totales, las estimaciones
seran mas eficientes si se incorpora informacion auxiliar,
altamente correlacionada con la variable de interés, en la
etapa de estimacion. En la estimacion de cuantiles, exis-
ten dos grandes métodos que incorporan la informacion
auxiliar de forma eficiente:

M1. Estimacion de cuantiles indirectos: consiste en
construir estimadores de tipo razon, diferencia o re-
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gresion, tal como se construyen para la media o el
total. Ejemplos de este tipo de estimacion pueden
verse en Kuk y Mak (1989), Arcos, Rueda y Mufioz
(2006), Rueda, et al. (1998, 2003, 2004), etc. No-
tamos que para formular la mayoria de estos esti-
madores, se requiere conocer los cuantiles pobla-
cionales de las variables auxiliares, o bien otro tipo
de parametro poblacional.

M2. Estimacion a través de la funcion de distribucion:
La técnica habitual en muestreo de poblaciones fini-
tas es invertir la funcion de distribucion para ob-
tener la estimacion de un determinado cuantil. Se
requiere, por tanto, usar eficientemente la informa-
cion auxiliar en la etapa de estimacion de la fun-
cion de distribucion. El inconveniente de esta técni-
ca es que el estimador de la funcién de distribu-
cion debe ser una verdadera funcion de distribu-
cion para estimar cuantiles con mayor precision.
Aungue este hecho resulta imprescindible, existen
varios estimadores en la literatura que no cumplen
tal propiedad. Chambers y Dunstan (1986) fueron
de los primeros investigadores en utilizar informa-
cion auxiliar para construir estimadores de la fun-
cion de distribucion, y posteriormente invertir esta
funcién para obtener cuantiles. Otras importantes
referencias son Rao et al. (1990), Wang y Dorfman
(1996), Dorfman y Hall (1993), Kuo (1988), Silva y
Skinner (1995).

Notamos que durante el desarrollo de este capitulo
se trataran exclusivamente con estimadores derivados del
método M2, el cual es mas usado por su calidad de esti-
macion y eficiencia.

Los primeros trabajos relacionados con el problema
de la estimacion de parametros de posicion, como la me-
dianay los cuantiles se deben a Woodruff (1952) donde se
construyen intervalos de confianza bajo muestreo aleato-
rio simple. Posteriormente, Hill (1968) utiliza un enfoque
bayesiano para la construccion de sus estimadores, mien-
tras que Sendransk y Meyer (1978) se basan en un
enfoque puramente probabilistico de distribucion de es-
tadisticos ordenados para muestreo aleatorio simple y
estratificado. Pero los estimadores mas eficientes y con
mejores propiedades se desarrollan posteriormente ba-
jo aproximaciones modelo-asistidas, basadas en el mo-
delo y modelo-calibradas. También se han propuesto es-
timadores de cuantiles mediante intervalos de confianza
basados en estimadores de razén, regresion y diferencia
y usando informacion auxiliar multivariante (Rueda, Arcos
y Artés, 1997, 1998, Rueda y Arcos, 2001, Rueda y Arcos,
2002a, Rueda y Arcos, 2002b).

En la literatura, los estimadores de cuantiles mas
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conocidos son los siguientes. En primer lugar, citamos el
estimador de Chambers y Dunstan (1986) para la fun-
cion de distribucion, el cual esta basado en un modelo
de superpoblacion. La inversion directa de esta funcion
puede usarse para la obtencion de cuantiles. Siguiendo
esta técnica, Rao et al. (1990) propusieron estimadores
de tipo razon y diferencia usando una aproximacion basa-
da en el disefio. Kuk y Mak (1989) propusieron dos es-
timadores para los cuales solamente es necesario cono-
cer a nivel poblacional el valor de la mediana de una va-
riable auxiliar. Mas recientemente, Rueda et al. (1998)
y Rueda y Arcos (2001) propusieron intervalos de con-
fianza para los cuantiles basados en estimadores de tipo
razon y diferencia de la funcion de distribucion. En Rueda
et al. (2003, 2004) se plantea la estimacion de cuantiles
mediante estimadores de tipo diferencia usando cuantiles
poblacionales del mismo orden de la variable auxiliar. La
estimacion de cuantiles usando técnicas recientes de es-
timacion también ha sido investigada. Por ejemplo, Chen
y Wu (2002) proponen la estimacion de cuantiles usando
la aproximacion modelo-calibrada.

Existe otro gran nimero de estimadores de cuantiles
propuestos para distintos disefios muestrales. Los esti-
madores mas importantes se iran citando a lo largo del
presente capitulo, en el cual se trata el problema de la es-
timacion de cuantiles desde distintos enfoques. Por un la-
do, se desarrollan nuevos estimadores en disefios mues-
trales mas complejos, y por otro, se proponen estimadores
asumiendo el reciente método de verosimilitud empirica.

Para formular la mayoria de los estimadores de cuan-
tiles, ya sean a través del método M1 o del método M2, es
necesario conocer los valores poblacionales de las varia-
bles auxiliares, aunque esto es poco usual en la practica.
La solucion a este problema se trata en la Seccion 3.2 me-
diante el uso del muestreo bifasico, en el cual la informa-
cion auxiliar poblacional puede estimarse usando la mues-
tra de la primera fase. Por tanto, en esta seccion se propo-
nen estimadores de cuantiles en muestreo bifasico y asu-
miendo que las unidades muestrales se extraen mediante
métodos de muestreo con probabilidades desiguales en
cada una de las dos fases. La eficiencia de estos esti-
madores puede mejorarse Ssi se usa un muestreo estrati-
ficado en la primera fase. Asumiendo este Gltimo disefio
muestral, denominado muestreo bifasico aplicado a la es-
tratificacion, se comprueba que los estimadores propues-
tos pueden llegar a ser mas precisos con respecto a otros
existentes en la literatura.

Por otro lado, en la Seccion 3.3 se plantean nuevos es-
timadores de cuantiles bajo muestreo en ocasiones suce-
sivas. En primer lugar se definen estimadores de cuantiles
basados en mdltiples variables auxiliares. La introduccion
de tal informacion proporciona un marco de estimacion
apropiado que permite obtener estimadores mas precisos.
A continuacion, también se proponen estimadores de
cuantiles basados en muestras seleccionadas mediante
muestreos probabilisticos con probabilidades desiguales
(por ejemplo, con unidades proporcionales al tamafio).
Notamos que éste es el caso de los organismos na-
cionales y agencias de estadistica que realizan encuestas
continuas a lo largo del tiempo. El comportamiento de to-
dos los estimadores propuestos se analiza desde el punto
de vista teorico (mediante aproximaciones asintéticas), y
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desde una perspectiva empirica (analizando los resulta-
dos obtenidos a partir de una serie de poblaciones).

Para cerrar este capitulo, en la Seccion 3.4 se propo-
nen estimadores para cuantiles asumiendo el método de
verosimilitud empirica, expuesto con detalle en el capitu-
lo anterior. Los estimadores propuestos usan de manera
eficiente la informacion auxiliar, lo que se traduce en una
mejoria de la precision. Esta precision de los estimadores
propuestos se ha evaluado para el calculo de algunas me-
didas de pobreza oficiales, las cuales dependen de forma
directa de cuantiles. Este estudio se ha llevado a cabo
asumiendo distintos estimadores de cuantiles. Los resul-
tados obtenidos reflejan que los estimadores propuestos
proporcionan estimaciones mas precisas para las medi-
das de pobreza involucradas en tal estudio.

3.2. Estimadores bajo muestreo

bifasico

En esta seccion se resuelve el problema de la es-
timacion de cuantiles bajo muestreo en dos fases o
muestreo bifasico con disefios muestrales arbitrarios en
cada una de las dos fases. Se proponen varios esti-
madores de tipo directo, razon y exponencial que propor-
cionan estimaciones 6ptimas para un determinado cuan-
til. Se analizan propiedades importantes de estos esti-
madores, tales como la insesgadez, estimacion de va-
rianzas, etc. Como caso particular, se investiga también
el muestreo bifasico aplicado a la estratificacion, disefio
muestral que ofrece importantes ganancias en eficiencia
debido a los beneficios que produce el muestreo estra-
tificado. Todas estas propiedades se ven desde un pun-
to de vista teorico, aunque el analisis de los estimadores
se completa con un estudio empirico llevado a cabo para
los cuartiles y bajos distintos disefios muestrales con pro-
babilidades desiguales. Este estudio refleja que los esti-
madores propuestos mejoran a otros estimadores conoci-
dos en términos de sesgo Y eficiencia relativa.

Notamos que la mayor ventaja al usar muestreo
bifasico es una alta ganancia en precision sin un sustan-
cial incremento en costes. De hecho, este disefio mues-
tral se usa frecuentemente en numerosas encuestas por
razones de coste y eficiencia.

3.2.1. Introduccion

Para el problema de la estimacion de un determinado
parametro en muestreo de poblaciones finitas, la informa-
cion auxiliar juega un papel muy importante en la precision
de los estimadores. La mayoria de los estimadores basa-
dos en informacion auxiliar se basan en el conocimiento a
nivel poblacional de las variables auxiliares. En la practica,
esta cantidad no tiene porque ser conocida. De hecho, son
muy poco frecuentes las encuestas que disponen de es-
ta informacion, por lo que resulta imposible obtener estos
estimadores basados en informacion auxiliar. Una alterna-
tiva es estimar los parametros poblacionales que usan los
estimadores, aunque esto conlleva a importantes errores
en la etapa de la estimacion de la varianza (véase Ber-
ger, Mufioz y Rancourt, 2006). Bajo esta situacion, el uso
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de un muestreo bifasico es la técnica mas apropiada para
resolver este problema.

Por tanto, el muestreo bifasico es una herramienta
til para aquellas investigaciones en las cuales no exis-
te conocimiento previo de las variables auxiliares a nivel
poblacional. Otro punto a favor del muestreo bifasico es la
creacion de un esquema importante de informacion que
permite la seleccion probabilistica de sub-muestras. Para
una mayor profundizacion sobre el muestreo bifasico en
la estimacion de medias o totales puede consultarse, por
ejemplo, Prasad y Thach (2001), Sarndal et al. (1992),
Fernandez y Mayor (1994) y Artés y Garcia (2002).

En lo que respecta a la estimacion de cuantiles en
muestreo bifasico, los primeros autores en realizar in-
vestigaciones en este sentido fueron Singh et al. (2001),
Singh (2003) y Allen et al. (2002) para el problema de
la estimacion de la mediana poblacional. Estos traba-
jos fueron desarrollados exclusivamente para muestreo
aleatorio simple. Con el fin de completar estos estudios,
en esta seccidbn se proponen numerosos estimadores
para un determinado cuantil cuando se lleva a cabo un
muestreo bifasico con disefios muestrales arbitrarios en
cada una de las dos fases.

A continuacion se describe brevemente en que con-
siste un muestreo bifasico. Suponemos que tenemos una
poblacion U compuesta por N unidades de la que se
extrae en una primera fase una muestra, s’, de tamafio,
n/, bastante grande y de bajo costo, segln cierto criterio
muestral, di, tal que pqi(s’) sera la probabilidad de que
s’ sea seleccionada y donde las correspondientes proba-
bilidades de inclusion de primer y segundo orden se de-
notan, respectivamente, como m; y mj paraiy j € U.
En esta muestra, una o varias variables auxiliares pueden
ser recogidas facilmente, es decir, dicha muestra permite
obtener la informacion auxiliar necesaria para todo el pro-
ceso. Dada s, una segunda muestra s de tamafio n es
seleccionada en la segunda fase mediante un disefio do,
tal que p(s/s’) es la probabilidad condicional de escoger
s. Las probabilidades de inclusion bajo este dlseno se de-
notan como ;. Y m;;,s . Notamos que A” = mj mvr]

y Aij = Tij/s’ — Ti/s'Tj/s’

3.2.2. Estimadores propuestos

Sin usar ningdn tipo de informacion auxiliar, el can-
didato natural para estimar el cuantil 8 es Qy(3) = inf{¢ |

Frry(t) > B} = ﬁ,}%y (8), donde

t_z
-y

1€s

F Ty (t

es el estimador de tipo Horvitz y Thompson (1952) de
F,(¢), y las probabilidades de inclusion estan dadas por
T = Zs/aipdl (S,)Tri/s’-

Como puede observarse, para determinar 7; se deben
conocer las probabilidades 7/, para cada s', las cuales
no se conocen generalmente porque ;. pueden depen-
der del disefio de la primera fase, por ejemplo si la mues-
tra de la segunda fase es disefiada mediante un muestreo
proporcional a una variable auxiliar.

Notamos que el estimador de tipo Horvitz-Thompson
para la media poblacional tampoco puede obtenerse en
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la practica bajo este muestreo. Por esta razon, Sarndal et
al. (1992) propusieron el uso de estimadores 7*. Usan-
do esta idea, se definen las cantidades w7 = 7r;7rz~/sf y
T = w;jmj/s/, que permiten definir el 7*-estimador de la
funcion de distribucion como

S~

1€ESs

F Tyt (3.2)

y asi, el estimador directo propuesto para un cuantil 3 esta
dado por R R
Qy(B) = Firry (9):

Notamos que @; (8) no coincide generalmente con el
estimador @y(ﬂ) excepto en casos excepcionales, aunque
la principal ventaja del estimador directo propuesto so-
bre el estandar comentado es su aplicabilidad para cua-
lesquiera que sean los disefios muestrales usados en ca-
da fase.

El estimador (3.2) se ha definido sin usar ninguna in-
formacion auxiliar. Si esta informacion esta disponible, el
uso de estimadores indirectos nos puede ayudar a obtener
estimaciones mas precisas para los cuantiles en muestreo
bifasico. De este modo, el siguiente paso es definir una
clase de estimadores que usen informacion auxiliar. En
primer lugar mostraremos los principales antecedentes
relacionados con el tema que nos ocupa.

Asumiendo muestreo aleatorio simple y que la media-
na de la variable x es conocida, Kuk y Mak (1989) pro-
pusieron el siguiente estimador de tipo razén para la me-

diana

Qz(O 5)
Ademas, Kuk y Mak (1989) propusieron otros estimadores
de cuantiles bajo muestreo aleatorio simple llamados esti-
madores de posicion y de estratificacion, pero la extension
de cualquiera de ellos a otros disefios muestrales mas
complejos no ha sido posible.

Rueda et al. (2003, 2004) propusieron, para cualquier
disefio muestral d y para cualquier 3, métodos de diferen-
cia y exponenciales para estimar un cuantil 3. Singh et
al. (2001) sugirieron estimadores de tipo razon, regresion,
posicion y estratificacion de la mediana cuando la muestra
es seleccionada en dos fases y usando muestreo aleato-
rio simple en cada una de ellas. Bajo muestreo bifasico y
muestreo aleatorio simple en cada fase, Allen et al. (2002)
propusieron dos clases de estimadores para la mediana
poblacional. Estos estimadores usan la informacion pro-
porcionada por dos variables auxiliares, = y z, donde se
asume que la mediana de z es conocida.

A continuacion se presenta una clase de estimadores
para cuantiles poblacionales cuando las muestras en am-
bas fases son seleccionadas mediante un esquema de
muestreo arbitrario:

QN (B) = H(Q;(8),t"),

donde t* = Q%(3)/Q.(8), y Q.(3) es el estimador de
Q+(B) basado en la muestra de la primera fase, esto es,

Qu(B) = inf{t | Fl;7,(t) > B}, donde

tfz
=y

i€s’

(3.2)

Q5(0,5) = Qy

(3.3)

FHTL
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La funcion H satisface las siguientes condiciones:

(C3.1). Asume valores en un subconjunto convexo cerra-
do C C Ry, el cual contiene el punto (Q,(8), 1).

(C3.2). H es una funcion continua en C, tal
H(Qy(B),1) = Qy(8).
(C3.3). Las primeras y segundas derivadas parciales de
H existen y son continuas en C, con
_ OH(g,t")

que

=1.
(4,t*)=(Qy(8),1)

H10(Qy(8),1

Un caso particular dentro de la clase general de esti-
madores H es el estimador tipo razén, dado por:

Q(8)
Q:(8)
y el cual se corresponde con la eleccion H(q,t*) = q/t".

Otro estimador para el cuantil 8, llamado el estimador
exponencial, esta dado por:

A+ Qz(ﬂ) ’
Qe (8) = Qy(8) <Qx(ﬂ)) ,

siendo « una constante fija. Este estimador también se en-
cuentra dentro de la clase H, puesto que se corresponde
con la eleccion H(q,t*) = q/(t*)*. Notamos que estos
estimadores se han definido en Rueda, Arcos, Mufioz y
Singh (2006).

Q5 (8) = Q5 (B)

Nota 3.1 Si o = 0, entonces @;e(ﬂ) = @,’;(ﬁ), esto es,
@;e(ﬁ) coincide con el estimador 7*. Por otro lado, si
a = 1, entonces @;e(ﬁ) = @;r(ﬁ). Por Gltimo, puede
comprobarse que si @ = —1, entonces @,’;e(ﬁ) = @;p(ﬁ),
el cual puede definirse como un estimador producto.

Nota 3.2 Bajo muestreo aleatorio simple en cada fase y
B = 0,5, los estimadores propuestos Q;,(8) ¥ Q;.(8)
se corresponden respectivamente, con los estimadores
M y M propuestos por Singh et al. (2001).

3.2.3. Propiedades teo6ricas

En este apartado se estudian las principales
propiedades del estimador @;(ﬂ) y de los estimadores
basados en la clase H. Debido a que estos estimadores
no son funciones continuas, seran necesarias aproxima-
ciones lineales.

Teorema 3.1 El estimador Q;j(ﬁ) es asintoticamente in-
sesgado para Qy(5)

Demostracion R

En primer lugar, el estimador Q;(3) puede expresarse
asintéticamente como una funcion lineal de la funcion de
distribucion estimada y evaluada en el punto Q,(3) me-
diante la representacion de Bahadur (véase, por ejemplo,
Bahadur, 1966, Chambers y Dunstan, 1986, Kuk y Mak,
1989, Chen y Chen, 2000, Cheny Wu, 2002, etc):

1

Qy(B)—Qu(B) = 1.(Q.(5)

(3.4)
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(B=Fiiry (Qy(8))+0(n~ /%),

donde f,(:) denota la derivada del valor limite de Fy(-)
cuando N — oo. R

Ademas, es sabido que el estimador Ffr,(t) es in-
sesgado de F'(t). En consecuencia, se tiene que

E(8 - Fjiry(Qy(8))) = 0

y basandose en la ecuacion (3.4), puede verse facilmente
que E(Q;(B)) = Qu(B) + O(n~'/?), esto es, el estimador
@;(ﬁ) es asintoticamente insesgado de Q,(3). O

Teorema 3.2 La varianza asintotica del estimador @;(6)
esta dada por AV (Q%(8)) =

11 ') 0Qu(B) — 4i) 5(Qu(B)
N2 73Qu(P)) [ > (my =) =

i,j€U z J

o ( S (raer = gy 228 = 22) (@B~

i,j€Es’

Demostracion
De la expresion (3.4) se deduce que

V(@8 = TV (Fim(@u(a).

7@
donde V (Fir,(Q(9))) =

= Var B (Firy @uOIS) + BarV (B, (Qu(8)Is')

refleja la variacion debida a cada una de las fases de
muestreo.

Por otro lado, el error de estimacion total del estimador
7* dado por (3.1), cuando se evalda en el punto Q,(3),
puede expresarse como suma de dos componentes

= (Phry(Qu(8)) - Fy(Qu(8))) +
+ (Firy(Qu(3) - Firry(@y(8))) = Qu + R,

donde @, es el error debido a la primera fase del
muestreo y R es el error debido a la segunda fase. Usan-
do esta descomposicion, se tiene que

VarE (Firry(Qu(B))Is") = Vin (Qur) =
' 0(Qu(B) ~ 1) 5(Qu(8) ~ )

(71'1 — ) 7
N2 ,]ZEU J J 7ri ™
y
. , 1
EaV (Fiiry Qu)ls') = EaV(Rls') = 5%
0 — i) 6 —
P D SN TR A R CAE)
i,jEs’ i J
O
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Corolario 3.1 Un estimador insesgado de AV(@;(ﬁ))
esta dado por

. 1 1
(@) = 32 2,60
y (Z my 5(@:;(53 ) 5(@;(23 — )
i,jEs vJ ? J
Tij)s! — Ti/s'Tj/s’ (@Z(B)_yl) 6(@Z(ﬁ) _yJ)
+1;g 71'”/5 71’;‘ 71';,‘ > .

En la practica, la cantidad f,(Q,(3)) es desconocida.
Un valor aproximado de f,(Qy(8)) puede obtenerse apli-
cando métodos estandares tal como el kernel (Silverman,
1986). Notamos que algunos de estos métodos para la es-
timacion de densidades han sido usados, por ejemplo, en
Kuk y Mak (1989) y Arcos et al. (2005).

El estimador de la varianza anterior no depende de
esperanzas relacionadas con el disefio de la primera fase,
haciendo posible su calculo en la practica.

Teorema 3.3 Cualquier estimador dentro de la clase H es
asintoticamente insesgado para Q,(3).

Demostracion
Para obtener este resultado nos basaremos en las si-
guientes aproximaciones lineales:

O (3)— — S S~ n-1/2
Qy(8)—Qy(8) fy(Qy(ﬁ))(ﬁ Frry(Qy(B)))+0(n"7),
™ _ — ; _A* TZ_I/2
o B _ 1 o n/—1/2

y usando la expansion de la serie de Taylor de primer or-
den para H sobre el punto (Q,(3),1):

QB = H((Qu(B), )+
+(Q3(8) = Qu(8)) Hio(Qy(8).1
+(t = 1) Hoi(Qy(8),1) + O(n™"),

donde Hio y Ho1 denotan las derivadas parciales de
primer orden de H con respecto a q Y t, respectivamen-
te. Como Ffr,(t) Y Ffrr,(t) son estimadores insesgados
de F,(t) y F,(t), respectivamente, puede observarse que
cualquier estimador en H sera asintoticamente insesgado
para Qy(6). O

Para obtener las expresiones asintoticas de las varian-
zas, consideraremos la expansion de la serie de Taylor
dada en (3.5), que da lugar a la expresion:

)+ (3.5

QH(B) — Qu(B) =
= N — @:(B)H 1 1 O TL71 .
(@3 - QuB) + 57 5 Hor(@u(B): 1) +0n™")
Desarrollando se obtiene
Q(B) — Qu(B) ~ Qy(B)eo+ (3.6)

+(e1 — e2)Ho1(Qy(B), 1) — e2(e1 — e2) Ho1(Qy(6), 1),
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donde:
_ Q8 _ QB _ Q.8
“=u® " “Tan 'Y eTemn v

Introduciendo varianzas en (3.6) y bajo una aproximacion
de primer orden, se llega a la expresion:

V(QT(B) = Qy(B)V(eo) + Ho1(Qy(B), 1)*V (e1 — e2)
+2Ho01(Qy(8),1)Cov(en, e1 — €2).

Por otro lado, bajo muestreo bifasico:
V(Qi(8) QrB)/s)

refleja la variacion debida a cada una de las dos fases
de muestreo. Usando las propiedades conocidas del esti-
mador de Horvitz-Thompson y su varianza, se obtiene

= EaV(QH(8)/s) + Vin E(

Vi B@QL(8)/5) = ~o =

N 72 Q,(3)
(Z A, 9@u(8) = 3 5QuH) —y;-))
1,7€U ﬂ-'L 7Tj
y ~ ’
EaV(Q)(8)/s ) =
1 & 0(Qy(B ) 9(Qy(B)
= Ea <N2 f2(Q ”ZG& A wr 7r;
JHR@AD 1 1
Q:(B) N2 f2(Q«(B))
S S LCELEES LA L
i,jEs’ i J
4o H01(@y(B),1) 1 1 y
Qz(8) N2 fy(Qy(B)) f(Qx(8))
« 3 A 5(Qy(ﬁ2 ) 5(Qz(5z - l’j)7
ijesl ™ 5
dondeA —7TZ] 7TZ71' yA = Tij/s! — Ti)s'Tj/s! Esta

expresién no puede obtenerse en la practica, asi que para

elo 5(Qu(8) ) 5(Qu(6) - )
A/ y i y —Yj
’L]ZEU i

se estima por

3 A_ 5(@;(59 — 1) 3(Q5(8) — v)

’
T .

3
.

i,jEs Tij i J
y
& 0( Qy —¥i) 0(Qy(B) —y5)
A
por ~ ~
3(Qy(B) — 1) 0(Qy(B) — ;)
Ge w

Las funciones f»(Q=(8)) ¥y fy(Qy(8)) pueden calcularse
siguiendo Silverman (1986).

Las varianzas asintoticas de los estimadores de tipo
razon, producto y exponencial se derivan a partir de
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H(q,t) = q/t, H(q,t) = qg*ty H(q,t) = q/t*, respec-
tivamente.

Una vez que la clase y sus propiedades principales
han sido definidas, el siguiente paso es obtener el esti-
mador 6ptimo en la clase @;e(ﬁ). La idea de optimalidad
se define en el sentido de minimizar la varianza asintética
de estos estimadores.

El valor 6ptimo de « esta dado por

_ Q:(8) Cov(@Qy(8),Qx(8)) = Cov(Qy(8), Q= (8))

Qopt =

Qu(B) V(Qx(8)) + Q4 (8) — 2C0ov(Q+(8), Q= (B))
Usando las propiedades de muestreo bifasico, se ob-
tiene:
vy — Qa(B) (@ (B)
" Qu(B) £4(Qu(B))
(z INRLCAURT 5@1@%))
i,j€s’ ¢ 7
X )
1 ( 5 g M@0 =) 4Q:(0) - m)
i,jEs’ i ﬂ—j

y el estimador 6ptimo esta dado por

Qz(6)> "
Q:(9)

Qy" (8) = Qy(B) (

Puede verse que:

V(QUH(B)) > V(Q5 (B)) = V(Qy(B)) —

K, =

= V(Qu(8)-

(Cov(Qy(8). Q=(8)) — Cov(Qy(8), Q= ()
V(Q=(8) + Qu(8) — 2C00(Q(8), Q:(8))

esto es, el valor mas bajo de la varianza de Q?(/B)
esta dado por el estimador exponencial con a = ap:.

La ecuacion anterior demuestra que el estimador pro-
puesto Q“"Pt (B) es siempre mas eficiente que el esti-
mador mas simple @y(ﬂ). Puede observarse que K; es
la cantidad que se reduce de varianza cuando se usa el
estimador exponencial con el valor optimo de « en lugar
de usar el estimador Q,(3).

En la practica, el valor de « es desconocido. Sin em-
bargo, los datos muestrales podran usarse para obtener
un estimador para este parametro. Un posible estimador
para el valor 6ptimo de « esta dado por

~_ Qz(B) f2(Q=(B))

“T0:0) QB 3.7)
5(Q;(8) — v1) 8(Qu(8) — ;)
x LIE /e G s
0(Qz(8) —x:) 0(Q (ﬁ)—x])
Tij/s T e

1,JEs
De este modo, se puede definir un estimador 6ptimo
para el cuantil 5 como:

Q

o e (02))°
GHE Qy(6)<@§(ﬂ)> .
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Siguiendo el procedimiento discutido en Allen et al.
(2002), puede demostrarse que E(Qy(5)) = Qy(ﬁ)

o(n™') y al primer grado de aprOX|maC|on V(Qy (B)) =
V(Q5°7 (B)), esto es, los estimadores Q5 (3) y Q5" (8)
son asintoticamente equivalentes.

3.2.4. Propiedades empiricas

Se han propuesto varios estimadores para cuantiles
en muestreo bifasico cuando las muestras en ambas fa-
ses se seleccionan con probabilidades desiguales. A con-
tinuacion se lleva a cabo un estudio de simulacion con
el objetivo de observar el comportamiento de estos esti-
madores y destacar el mas eficiente entre ellos. En este
estudio se han considerado las poblaciones Fam1500 y
Counties (véase Apéndice A).

Se han generado 1000 muestras independientes bajo
diferentes métodos de muestreo en cada fase. El tamafio
muestral en la primera fase, »n’, se ha fijado en 150, mien-
tras que el tamafio de la muestra de la segunda fase, n,
varia entre 10 y 100. Los casos considerados son los si-
guientes:

1. (Mas.Midzuno): Las muestras en la primera fase
han sido seleccionadas mediante muestreo aleato-
rio simple de tamafio »n’, mientras que las mues-
tras de la segunda fase se han tomado mediante el
método de Midzuno (véase Singh, 2003, pg. 390).
Las probabilidades de inclusion en este caso vienen
dadas por:

n' —n T; n—1

Ti/s! = + —
/ n =13 oz n'—1

’
*
— T :ﬂ—iﬂ—i/s"

2. (Mas.Poisson): En la primera fase se usa
muestreo aleatorio simple de tamafio n»', y las
muestras de la segunda fase son seleccionadas
mediante el método de Poisson (véase Singh, 2003,
pg. 499), de modo que las probabilidades de in-
clusion estan dadas por:

!
! n Ty * 4
T = N’ Ti)s! =M=~ — T =TT/s-

Zyey Zj

El cumplimiento de los estimadores propuestos en
muestreo bifasico para un determinado cuantil se evalGa
para los tres cuartiles, 3 = 0,25,0,50,0,75, en térmi-
nos de Sesgo Relativo (%) (SR) y Eficiencia Relativa
(ER) mediante aproximaciones Monte Carlo derivadas
de B = 1000 muestras independientes. Estas medidas
vienen dadas por:

B A
SR; = 100x Z Q—)(ﬁ);ERi =

donde b indica la b-ésima simulacion y @;(ﬁ) denota el
i-esimo estimador propuesto, con

Q.(8)

" Q) =@OF, 5

Qy(8)=
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a

, donde & esta dado en

Q)
=
=

= Q2(B) = Qy(9)

Q:(8)
3.7),
s O3 — O @;(5) o
Qy(B8) = Qy(B) 2:(5)

BECMIQL(B)] = B™' X2, 1Q4(8)s — Qu(B)]? es el Error

Cuadratico Medio empirico y ECM[Q,(8)] se define

analogamente para @Z(ﬁ), el estimador directo definido
en (3.2). Se recuerda que este estimador no usa informa-
cion auxiliar.

Las Figuras B.12,...,B.15 representan la eficiAencia re-
lativa para los estimadores Q. (3), Q5(8) y Q3(3) en
las diferentes poblaciones y bajo los disefios muestrales
Mas.Midzuno Yy Mas.Poisson. Estas figuras muestran
el comportamiento de los estimadores cuando aumenta
el tamafio muestral en la segunda fase, mientras que el
tamafio muestral de la primera fase permanece constante.

Cuando existe alta correlacion lineal entre y y la varia-
ble auxiliar, todos los estimadores son mas eficientes que
el estimador @;(ﬁ), mostrado con lineas horizontales. La
ganancia en eficiencia relativa decrece cuando aumenta
el tamafio muestral de la segunda fase. Este resultado re-
sulta logico porque si el tamafio muestral en la segunda
fase es pequefio, entonces la muestra tengré menos in-
formacion de la variable y, y el estimador Q;,(3) presen-
tara mayor grado de error, mientras que los estimadores
de tipo razébn y exponencial son mas eficientes porque
usan mas informacion. Cuando n incrementa, Q;,(5) ob-
tiene mejores estimaciones y mas cercanas a las estima-
ciones de los estimadores de tipo razon y exponencial.

Q3 (B) es el estimador mas eficiente en la mayoria de
los casos. Este resultado era deseable puesto que este
estimador es asint()ticanlente optimo en la clase (3.3). Sin
embargo, el estimador Q; () presenta valores bastantes
similares y no depende de valores desconocidos. Se ob-
serva que Qi(ﬂ) es el estimador menos eficiente de en-
tre los estimadores propuestos. Cuando la relacion lineal
entre las variable es mas débil, Q},(ﬂ) es incluso menos
eficiente que el estimador directo, mientras que Qi(ﬁ) y
@i(ﬂ) continGan teniendo un buen comportamiento. En
resumen, el uso del estimador exponencial mejora las es-
timaciones, especialmente si la relacion lineal entre las va-
riables es débil.

Por otro lado, el método de Poisson produce resulta-
dos mas eficientes en el sentido de F R que el método de
Midzuno y con respecto al estimador @; (8). Esto se debe
a que el estimador directo presenta estimaciones muy dis-
persas bajo el método de Poisson causadas por la hetero-
geneidad de las probabilidades de inclusion.

Los estimadores propuestos son casi equivalentes en
la poblacion Counties porque los coeficientes de corre-
lacion lineal estan mas cercanos a 1. De hecho, la ER
de los estimadores propuestos en esta poblacion es mejor
gue la ER en la poblacion Fam1500.

El estudio del sesgo es otro aspecto importante,
particularmente para estimadores de tipo razén, que
puede probar la existencia de sub-estimaciones o sobre-
estimaciones en los estimadores. Los valores SR en la
poblacion Fam1500 estan todos dentro de un rango ra-
zonable, teniendo el estimador @;(ﬁ) el mayor valor en
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torno al 3%, como puede verse en la Figura B.16. Los va-
lores de SR para la poblacion Counties cuando z; se usa
como variable auxiliar y xzo para asignar probabilidades
estan mostrados en la Figura B.17. El estimador @;(ﬁ) ob-
tiene claramente sobre-estimacion, especialmente cuan-
do el tamafio muestral en la segunda fase es pequefio y
bajo el disefio muestral Mas.Poisson. El valor absoluto
de los valores SR para los estimadores propuestos son
menores de 7 % para el disefio Mas.Midzunoy menores
de 13% para el disefio Mas.Poisson, excepto en mues-
tras pequefas para el estimador ij(ﬂ), el cual no supera
el 25%. En resumen, el estudio de los valores SR revela
gue los estimadores propuestos presentan un menor ses-
go que el estimador directo.

3.2.5. Aplicacion al muestreo estratifi-
cado

Es sabido que el muestreo estratificado es una potente
técnica que proporciona resultados eficientes cuando la
poblacion esta adecuadamente estratificada y las varia-
bles auxiliares y principal presentan una alta correlacion.
Sin embargo, el muestreo bifasico es la herramienta mas
apropiada cuando la informacion auxiliar poblacional no
esta disponible, que es lo que ocurre en la mayoria de los
casos. Estas dos técnicas pueden combinarse en el lla-
mado muestreo bifasico aplicado a la estratificacion. Asu-
miendo este disefio muestral, en esta seccion se define un
estimador para la funcion de distribucion y se estudian sus
principales propiedades. Este estimador se usard para
construir nuevos estimadores de cuantiles, y aplicando la
relacion entre ambos parametros, sera posible también
determinar la expresion asintotica de la varianza del es-
timador propuesto. La estimacion de la varianza es un as-
pecto muy importante con un alto nimero de aplicaciones,
tal como la construccion de intervalos de confianza, ob-
tencion del tamafio muestral 6ptimo, etc. Por esta razon,
tanto el estimador propuesto como su varianza se anali-
zan mediante un estudio de simulacion. Los resultados de
este estudio reflejan algunas Utiles ganancias en eficien-
cia del estimador propuesto y de su varianza sobre otros
estimadores.

La Unica diferencia de este método de muestreo con
respecto al expuesto en la Seccion 3.2.2, es el uso
adicional del muestreo estratificado. Bajo determinadas
condiciones, esta técnica es particularmente eficiente,
siendo frecuentemente utilizada en la practica por diferen-
tes razones: (i) administrativas, cuando el marco de traba-
jo esta dividido en varios distritos geogréaficos, (ii) impor-
tante ganancia en eficiencia sobre disefios muestrales no
estratificados, etc.

En resumen, el muestreo bifasico aplicado a la es-
tratificacion combina las principales ventajas del muestreo
bifasico y muestreo estratificado. Esta técnica consiste en
tomar una primera gran muestra de la poblacion en estu-
dio segun un disefio muestral determinado. En esta mues-
tra, se observa una variable auxiliar, la cual se usa para
estratificar dicha muestra en H estratos. De cada estra-
to, se selecciona una muestra y se observa la variable de
interés.

A continuacion se describe el muestreo bifasico apli-
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cado a la estratificacion y el estimador natural para es-
timar la funcién de distribucion. Ademas, se propone un
estimador para la funcion de distribucion basado en esti-
madores 7.

La notacion seguida para el muestreo bifasico aplica-
do a la estratificacion es la siguiente. Una primera mues-
tra s’ de tamafio n’ es disefiada segun el disefio mues-
tral d1, de modo que pq1(s’) es la probabilidad de que s’
sea seleccionada y donde las correspondientes probabili-
dades de inclusion de primer y segundo orden se denotan
como m/- y w;j, para i,j € U. Para los elementos en s/,
se recoge la informacion de una variable auxiliar, x. Es-
ta variable se usa para d|V|d|r s’ en H pre- especmcados
estratos denotados como sy, (h=1,...,H), con n, ele-
mentos en el estrato h. De este modo, de s'h se puede
seleccionar una muestra s, de tamafio n, mediante un
disefio py,(/s'). La muestra final sera s = |JI__, s5,. La pro-
babilidades de inclusion para las unidades de la segunda
fase se denotan como 7;,./ Y ;s , Para i,j € s’. Nota-
mos que A;j = rrz/-j — 7r;7r;- y Afj/- = Tij/s! — Ti)s'Tj/sl-

El primer paso para estimar un determinado cuantil
es obtener un buen estimador para la funcion de distribu-
cion con propiedades deseables. El candidato natural (es-
timador de tipo Horvitz y Thompson) para estimar la fun-
cion de distribucion bajo la técnica de muestreo en estudio

es:

t_ k3
Fa(t) = Z Z o =),
h=11i€Esp
donde las probabilidades de inclusion estan dadas por
T = Y5, par(s)miy . Este estimador no puede obte-
nerse siempre en la practica debido a que las probabilida-
des 7./, para cada s’, deben de conocerse para poder
determinar ;. Esto no es siempre posible porque ;.
puede depender del resultado de la primera fase (por
ejemplo si la muestra de la segunda fase se selecciona
mediante un muestreo proporcional a una variable auxi-
liar).

En la practica, el uso del estimador de tipo Horvitz-
Thompson no resulta posible ni para el problema de la es-
timacion de la media poblacional. Por esta razon, Sarndal
et al. (1992) propusieron el uso de 7*-estimadores. Usan-
do este idea, se introducen las cantidades ©; = w;wi/sf y
o= w;jwij/sf para definir el =*-estimador de la funcion
de distribucion como

ZZ

h li€sp

(3.8)

La calidad de un estimador de la funcion de distribu-
cion puede medirse a través de diversas propiedades de-
seables (véase Chambers et al. , 1992). A continuacion
se analizan algunas de las mas importantes para el esti-
mador dado por (3.8).

Simplicidad

EIAcéIcqu de un estimador de la funcion de distribu-
cion, Fy(t), sera particularmente simple si

g w'L 7,

1€Ss
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donde los pesos w; dependen solo de la etiqueta 4. Es-
to es particularmente deseable para investigaciones con
mltiples caracteristicas. Puede comprobarse facilmente
que el A.:t (t) posee esta propiedad.

Unicidad en la definicion

El estimador propuesto es un estimador basado en el
disefio muestral, el cual no depende de la eleccion de un
modelo. Ademas se ha asumido que los estratos gstén
pre-especificados. De este modo, la expresion para Fy; (t)
es (nica.

Sesgo

Una medida importante de la calidad de un estimador
es la insesgadez. Séarndal et al. (1992) establecieron
que, para el caso de estimar el total poblacional, el 7*-
estimador es insesgado. Este resultado puede extenderse
facilmente al problema de la estimacion de la funcion de
distribucion, esto es, asumiendo que z; = §(t — ;) es la
variable de interés, el estimador (3.8) puede verse como
un problema de estimacion de la media poblacional de la
variable z;.

Disponibilidad de la varianza

Siguiendo la demostracion del Teorema 3.2, puede
comprobarse facilmente que la varianza de Fy;(t) esta da-
da por

A* 1 ) 6(t —
V(EL®) = 57 3 Al (—/yj)+

i,jeU J

+Ed1 Z Z As’(s t_yz)(s(tﬂ—;;y]) (39)

,JGS

De este modo, un estimador insesgado de esta varianza
viene dado por:

o 1 As 5(t— i) 8(t — y;
W%m_ﬁ(zﬁ¢7Ji7i+
i,jEs Y i J

A t— yi) 6(t — y;)
lJ/-S T ﬂ-; ’

(3.10)

53PS

h=114,jEsy

puesto que cada componente de (3.10) es insesgado de
su correspondiente componente en la ecuacion (3.9).

F*(t) es una verdadera funcion de distribucion

En primer lugar, notamos que varios de los esti-
madores propuestos en la literatura no son verdaderas
funciones de distribucion. Por ejemplo, ninguno de los
conocidos estimadores de tipo razon y diferencia propues-
tos por Rao et al. (1990) es una funcioén de distribucion en
general (véase Kuk, 1993, Mukhopadhyay, 2000).

Las condiciones (C2.18) y (C2.19) siempre se sa-
tisfacen para F;(t) y el valor limite de F7(t) es tam-

bién igual a 0. En general, lim;_, 4o A;}(t) no es igual a
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1, aunque esto se verifica para algunos disefios mues-
trales tal como muestreo aleatorio simple. En la Seccion
3.2.7 se analiza lim;—4. F3;(t) para algunos disefios
muestrales mediante un estudio de simulacion. Los re-
sultados obtenidos para la poblacion Fam1500 sostienen
gue este valor esta bastante proximo a 1. En resumen,
el estimador As*t(t) mantiene todas las condiciones para
ser una verdadera funcion de distribucion, excepto en
lim;— oo F3:(t) = 1, la cual se verifica para algunos
disefios muestrales y esta bastante proximo a 1 en otros.

La mayoria de los estimadores de cuantiles se obtiene
mediante la inversion de la funcion de distribucion. Asu-
miendo muestreo bifasico, Singh et al. (2001) propusieron
el siguiente estimador:

n, Fy A (t) n (n' —ny)Fyp(t)

Fsyr(t) = py my

I

donde n es el nimero de unidades en la primera muestra
conz < Qz (0,5) y FYA( )y FYB( ) denotando la propor-
cion de unidades en la muestra de la segunda fase para
las cuales = < Q;(075) yz > Q;(075), respectivamente,
que tiene valores de y menores o iguales que t¢. Q;(0,5)
es el estimador de tipo Horvitz-Thompson para Q(0,5)
basado en la primera muestra. De este modo, se definio el
siguiente estimador para la mediana
Qs7(0,5) = F5}(0,5) = inf{t|Fs,r(t) > 0,5} (3.11)
Siguiendo esta técnica, el cuantil de orden 3 puede
estimarse a partir de F.;(¢) como
(8) = mf{t|F5(t) > B}.

Qu(B) = Fi (3.12)

3.2.6. Propiedades teobricas

A continuacion se estudian las propiedades del esti-
mador Q3 (3). Para ello, se necesita una aproximacion li-
neal debido a que Q3;(3) no es una funcion continua.

Teorema 3.4 El estimador Q7,(3) es asintoticamente in-
sesgado para Qy(3).

Demostracion

El estimador @;(ﬁ) puede expresarse asintotica-
mente como una funcion lineal de la funcion de distribu-
cion estimada evaluada en el cuantil Q,(3) mediante la
representacion de Bahadur (véase Chambers y Dunstan,
1986):

1 S —1/2
(3.13)
donde f,(-) denota la derivada del valor limite de Fy(-)
cuando N — oco. Como As*t (t) es un estimador insesga-
do de F(t), se tiene que E(8 — As*t(Qy(ﬁ))) = 0y con-
siderando la expresion (3.13), puede comprobarse facil-
mente que

Qi (8)—Qy(B) =

E(Q%(8)) = Qy(B) + O(n™"?).

Asumiendo la insesgadez del estimador @Zt(ﬁ) y la
expresion (3.13), es posible determinar facilmente la va-
rianza de dicho estimador al primer grado de aproxi-
macion. Esta varianza queda establecida en el siguiente
corolario.

Teorema 3.5 La varianza asint6tica del estimador @;t(ﬁ)
viene dada por

V(Q:(8) = %mx
[ 3 A, 2@ —u) 6(@;(5)—%) N
1,J€U i J

$Ba (303 Ay dQuB) —v) 0@Q(5) ~ v))

*
h= lz,JEs Z J

Demostracion
De la expresion (3.13) se deduce que

A x _ 1 ja)
V@) = gy (F@8)
donde V/ <As*t(Qy (B))) esta dada en (3.9). O

Un estimador insesgado para esta varianza viene da-
do por:

oA 1 1

V(Q:(9) = N2 72(Q,08))

y (Z A_ij(s(@:t(ﬁ/) —90) 0Qu(8) ~ )
iges Tid T Ty

(8 Yi 0 A:z — Y5

+ZZ " Q(ﬁ) yi) 0(Q (f) Y5)
h=11,j€sy 178 * J

(3.14)

Este estimador para la varianza del estimador pro-
puesto presenta una forma explicita, lo que permite que
pueda obtenerse siempre en la practica, es decir, la expre-
sion (3.14) no depende del valor esperado sobre el disefio
de la primera fase, haciendo posible los céalculos directos.

Una vez que la varianza del estimador ha sido deter-
minada, intervalos de confianza y otras importantes apli-
caciones derivadas de la varianza podran también obte-
nerse.

En el siguiente ejemplo se determina las expresiones
del estimador propuesto Q3;(3) y de su correspondiente
varianza estimada para el caso de seleccion de unidades
mediante muestreo aleatorio simple.

Ejemplo 3.1 Asumiendo muestreo aleatorio simple en
cada fase, el 7*-estimador viene dado por

= mf{t | Z m, S ) 5 gy

i€sy,

y el estimador de su varianza puede obtenerse de (3.14)
despueés de sustituir las probabilidades =;,./, 7}, 7,5 Y
m;; por

Nh * n np
Ti/s' = —7 3

" i Nn—/, paraieSh,
h
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3.2.7.

Asumiendo muestreo bifasico aplicado a la estratifi-
cacion, se ha propuesto un estimador para un determina-
do cuantil poblacional, mientras que su correspondiente
varianza asintotica ha sido establecida. La insesgadez del
estimador de cuantiles también ha sido discutida. El si-
guiente paso sera analizar, mediante un estudio de simu-
lacion, éstas y otras medidas importantes de calidad para
los dos estimadores propuestos. Los resultados se com-
pararan sobre otros estimadores conocidos en la literatura
del muestreo en poblaciones finitas.

En este estudio se usa la poblacion Fam1500 (véase
Apéndice A), donde recordamos que las correlaciones en-
tre la variable principal y las auxiliares vienen dadas por
Py,z1 = 0,848 Y py 2, = 0,546.

En primer lugar, analizaremos lim:—.. F3;(t) para
poder comprobar como de cercano se encuentra de la
unidad. Recordamos que F3;(¢) sera una verdadera fun-
cion de distribucion si este valor es igual a 1. Se ha
considerado muestreo aleatorio simple (.S), el método de

Propiedades empiricas

Midzuno (M) y el método de Poisson (P). Las diferentes
combinaciones de disefios muestrales se van a denotar
como d;;, para i,j5 = {S, M, P}, donde i y j van a ex-
presar los disefios muestrales usados en la primera y se-
gunda fase, respectivamente. Este estudio se ha llevado
a cabo usando aproximaciones Monte Carlo derivadas de
1000 muestras independientes, para 3 = 0,5, n’ = 150 y
300 y varios valores de n.

Para cada disefio muestral, las Tabla§ 3.1y 3.2 mues-
tran la esperanza empirica de lim;_.. F3;(t) basada en
1000 muestras de la poblacion Fam1500. Puede ob-
servarse que todos los resultados estan cercanos a 1,
obteniéndose mejores resultados cuando la muestra de
la segunda fase es mayor. Como esperabamos, asumien-
do muestreo aleatorio simple enAcada una de las fases,
siempre se obtiene que lim;_., F.;(¢t) = 1. Esto también
ocurre en la mayoria de los casos cuando se considera
el método de Poisson en alguna de las dos fases. En
general, la variable z; (para correlaciones altas) obtiene
mejores resultados que la variable z-.

El siguiente paso es comparar el comportamiento del
estimador propuesto para cuantiles y de su varianza con
respecto a otros estimadores. En este estudio, se ha in-
cluido el estimador (3.11) y su correspondiente estimador
de la varianza propuesto en Singh et al. (2001). La ganan-
cia en eficiencia sobre muestreo no estratificado puede
contrastarse si comparamos el estimador propuesto con
el estimador basado en la segunda fase, sin considerar
estratos en la primera fase. Este estimador sera denotado
como Qf;(ﬁ) y lo usaremos como el estimador base en las
comparaciones.
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Tabla 3.1: Esperanza empirica de lim;_,, F2;(t) para varios disefios muestrales y considerando la variable
Z1.

n’ n| dss dsm dsp| dus dum dup| dps dpm  dpp

150 30|1.000 1.010 1.000|1.001 1.011 1.000 | 1.000 1.000 1.000
50| 1.000 1.005 1.000|1.001 1.006 1.000 | 1.000 1.000 0.999
70|1.000 1.003 1.000|1.001 1.004 1.000|1.000 1.000 1.000
90 | 1.000 1.002 1.000|1.001 1.002 1.000 |0.999 1.000 1.000

300 60|1.000 1.005 1.000|1.000 1.005 1.000|0.999 1.000 1.000

100 | 1.000 1.003 1.000 | 1.000 1.003 1.000 | 1.000 1.000 1.000
140 | 1.000 1.001 1.000|1.000 1.002 1.000|1.000 1.000 1.000
180 | 1.000 1.001 1.000|1.000 1.001 1.000|1.000 1.000 1.000

~

Tabla 3.2: Esperanza empirica de lim;_,, F2;(t) para varios disefios muestrales y considerando la variable
ZI2.

n’ n| dss dsy dsp| dums dum  duyp| dps dpym  dpp

150 30|1.000 1.011 1.002|1.001 1.011 0.998 |1.001 1.002 1.002
50| 1.000 1.005 1.002|1.001 1.006 1.001|1.000 1.001 0.999

70| 1.000 1.003 0.999|1.001 1.004 0.999|1.000 1.000 0.999

90| 1.000 1.002 1.000|1.001 1.002 0.999 | 1.000 1.001 0.999

300 60]1.000 1.005 1.000|1.000 1.005 0.999|1.000 1.000 0.999
100 | 1.000 1.003 1.000|1.000 1.003 1.000|1.000 1.000 0.999

140 | 1.000 1.001 1.000 | 1.000 1.002 1.000 | 0.999 1.000 0.999

180 |1.000 1.001 1.000|1.000 1.001 1.000 | 1.000 1.000 1.000

Tabla 3.3: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles y sus varianzas asumiendo
el disefio muestral ds,, y la variable 1. 3 = 0,5y n’ = 150.

ER SR (%) RECMR (%)
n 30 50 70 90| 30 50 70 90| 30 50 70 90
x 059 0.69 059 068 -01 -01 -01 00| 27 22 17 15
o 1.00 1.00 1.00 1.00| 02 -01 00 00| 35 26 22 19

<y
QsJr 0.64 066 0.67 074| -02 -01 -01 00| 28 21 18 1.6
V(QL,) 0.32 042 042 0.26| -52 9.2 13.2 741158 127 149 8.6
V(Qr) 1.00 1.00 1.00 1.00|-16.6 -135 -135 -11.3|16.6 13.5 135 11.3

Y

V(@S]T) 1.11 218 237 229| 274 301 311 232|274 301 311 232

Tabla 3.4: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles y sus varianzas asumiendo
el disefio muestral ds,, y la variable z1. 3 = 0,5y n’ = 300.

ER SR (%) RECMR (%)
n 60 100 140 180| 60 100 140 180| 60 100 140 180
. 055 061 073 076| 01 00 -01 -01| 1.8 14 13 1.1
oy 1.00 1.00 1.00 1.00| 01 01 00 -01| 25 18 15 1.3

Qsjr 0.58 062 073 080| 00 00 00 -01| 19 14 13 11
V(Q%) |0.10 009 033 013| -48 -41 -99 -42|11.7 80 107 5.0
V(Qr) 1.00 1.00 1.00 1.00|-20.2 -16.2 -13.4 -10.4|20.2 16.2 13.4 10.4
V(Qssr) |1.18 210 1.68 2.38| 37.7 37.6 237 20.2|37.7 37.6 23.7 202
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Tabla 3.5: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles y sus varianzas asumiendo
el disefio muestral ds,, y la variable z5. 3 = 0,5y n’ = 150.

ER SR (%) RECMR (%)

n 30 50 70 90| 30 50 70 90| 30 50 70 90
. 059 060 072 077| 01 00 01 -01| 27 21 18 17
0" 100 1.00 1.00 1.00| 02 01 00 -01| 35 27 21 19

QsJr 0.78 0.84 0.90 094 -01 00 00 -01| 31 25 20 1.9
V(Qr,) |027 012 028 024| -81 -1.8 -21 -86|175 104 6.7 95
V(Qr) |1.00 1.00 1.00 1.00|-19.8 -18.3 -9.0 -14.9|19.8 183 9.0 14.9
V(Qssr) | 001 001 018 0.13| 09 -1.7 42 -57| 09 18 42 57

Tabla 3.6: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles y sus varianzas asumiendo
el disefio muestral ds,, y la variable z5. 3 = 0,5y n’ = 300.

ER SR (%) RECMR (%)
n 60 100 140 180 60 100 140 180, 60 100 140 180
" 0.57 057 066 073 00 00 -01 00| 18 14 12 11
0 1.00 1.00 100 100, 0O -01 -01 -01| 24 18 15 13

Qsr 080 084 089 09| -0 -01 -01 00| 21 17 14 1.2
V(Q%) 0.29 0.09 0.06 008 0.7 31 -32 -48|120 84 58 57
V(Q) 1.00 1.00 1.00 1.00|-128 -17.0 -155 -145|128 17.0 155 145
‘A/(QSJT) 042 003 001 0.13| 103 33 20 59|103 33 21 59
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La precision de todos los estimadores de cuantiles y
sus respectivas varianzas se miden para 3 = 0,5 me-
diante el Sesgo Relativo (S R), la Eficiencia Relativa (F'R)
y la Raiz cuadrada del Error Cuadratico Medio Relativo
(RECM R). Para un cuantil, Q,(3), estan medidas estan
dadas por

R[Q,(8)] = Q.(8) ’
5 3 — ECMIQuB)
RQy(P)] = ECM[Q;(8)]
) (pemia,))"”
RECMR[Q,(8)] = Qy(B) ’

y para el estimador de la varianza de un cuantil, V/(Q,(3)),
las medidas son

SR[V(0,(8))] = E[V(Qy‘(/ﬁgl(*ﬁ)‘]/@y(ﬁ)]’
V(O _ ECM[V(Q,(8))]
ER[V(Qy(B))] = EOMIT G (3]’

(ronmv@uen) "

VIQy(B)] ’

donde E[], ECM]]y V] denotan las Esperanzas, Erro-
res Cuadraticos Medios y Varianzas empiricas basadas
en 1000 muestras. Notamos que valores de ER[Qy( )]
y ER[V(Qy( ))] menores de 1 indican que Qy(ﬁ) y

V(Q,(8)) son mas precisos que Q;(5) y V(Q;(8)), res-
pectivamente. También se ha calculado la Cobertura de
los intervalos de confianza al 95% (asumiendo distribu-
cion normal) y la longitud media de los intervalos basados
en 1000 muestras.

Asumiendo muestreo aleatorio simple para obtener
la muestra de la primera fase y el método de Midzuno
para obtener la segunda muestra, en las Tablas 3.3y 3.4
pueden observarse los resultados de las distintas medi-
das de precision para los estimadores y asumiendo la va-
riable z;1. En este caso (para una alta correlacion), tanto
el estimador propuesto como su correspondiente varian-
za son mas precisos, en términos de ER, que sus com-
petidores. Los valores absolutos de las medidas SR, para
todos los cuantiles, son siempre menores de 0,2 %. Res-
pecto a las varianzas, se observa que V(Qy) presenta

subestimacion, mientras que V(QSJT) claramente arras-
tra una seria sobreestimacion. Los estimadores propues-
tos también presentan la mejor precision en términos de
RECMR.

A continuacion se analiza la precision de los esti-
madores usando una menor correlacion entre la variable
principal y auxiliar. Para ello, observamos las Tablas 3.5
y 3.6. El estimador propuesto para estimar cuantiles es
mas preciso que el resto en términos de ER. Respec-
to a la estimacion de varianzas, V(Qs,r) parece tener
el mejor comportamiento, aunque esto sblo ocurre para
una escasa correlacion entre las variables (situacion no

RECMR[V(Qy(5))]
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deseada en la practica) y para el caso de varianzas. Con-
clusiones similares pueden obtenerse a partir del sesgo y
del error cuadratico medio. Como resulta razonable, éstas
Gltimas medidas mejoran para cada estimador a medida
que se aumenta el tamafio de la muestra de cualquiera de
las dos fases.

Por (ltimo, se analiza la cobertura y la longitud me-
dia de los intervalos de confianza de cada estimador. Es-
tas medidas vienen dadas por las Tablas 3.7 y 3.8 para
la variable z; y las Tablas 3.9 y 3.10 para la variable x».
En todos los casos se observa que el estimador propues-
to tiene la menor longitud media empirica para el inter-
valo de confianza. Para altas correlaciones, la cobertu-
ra del estimador propuesto es mejor que la del resto de
estimadores, puesto que se obtienen valores mas proxi-
mos al 95%. Para bajas correlaciones, la cobertura del
estimador propuesto se ve ligeramente superada por la
cobertura de Q s, aunque éste Ultimo estimador tiene el
inconveniente de presentar intervalos de confianza mucho
mas amplios. Todas estas propiedades teoricas y empiri-
cas bajo muestreo bifasico aplicado a la estratificacion
pueden también consultarse en Rueda, Arcos, Mufioz y
Singh (2006) y Rueda y Mufioz (2006c).
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Tabla 3.7: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los distintos estimadores bajo el

disefio dgys y asumiendo la variable z;. 5 = 0,5y n’ = 150.

Tabla 3.8: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los distintos estimadores bajo el

Cobertura (%)

Longitud Media

30 50 70 90

30 50 70 90

*
st
P4

Qsr

941 934 96.6 953
92.2 925 92.8 93.9
96.9 97.3 974 96.8

828 656 566 512
1010 772 646 564
998 771 650 571

disefio dgy; y asumiendo la variable z1. 5 = 0,5y n’ = 300.

Tabla 3.9: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los distintos estimadores bajo el

Cobertura (%)

Longitud Media

n 60 100 140 180| 60 100 140 180

;‘t 94.4 93.9 93.7 93.2|568 447 385 347
:Z 92.1 931 93.0 93.1|701 534 444 385
Qssr | 96.8 98.1 96.9 97.0 | 703 541 454 398

disefio dgys y asumiendo la variable z5. 5 = 0,5y n’ = 150.

Tabla 3.10: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los distintos estimadores bajo el

Cobertura (%)

Longitud Media

30 50 70 90

30 50 70 90

*
st
S

Qsyr

93.7 94.0 947 93.8
90.7 93,5 94.1 92.8
93.8 94.7 954 945

830 655 567 512
1010 772 646 565
1001 775 654 576

disefio dgy; y asumiendo la variable z5. 5 = 0,5y n’ = 300.
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Cobertura (%)

Longitud Media

n 60 100 140 180| 60 100 140 180

;‘t 94.8 95.7 94.8 92.4|568 447 385 347
:; 92.7 92.8 92.6 924|701 534 444 385
Qsyr | 96.3 95.1 948 94.7|707 541 461 406
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3.3. Estimadores bajo muestreo
en dos ocasiones sucesivas

El muestreo en ocasiones sucesivas es una técni-
ca muy conocida que puede emplearse en las investi-
gaciones longitudinales para estimar determinados para-
metros poblacionales y medidas de diferencia o cambio de
una variable objeto de estudio. En esta seccion se discute
la estimacion de cuantiles en la ocasion mas reciente bajo
un muestreo en dos ocasiones sucesivas. Este estudio se
realiza, por un lado, haciendo un uso mas efectivo de la in-
formacion auxiliar, es decir, considerando varias variables
auxiliares en la etapa de estimacion. Por otro lado, tam-
bién se obtienen estimadores basados en muestreos con
probabilidades de seleccion de unidades desiguales. Se
estudian las propiedades mas importantes y se deducen
las expresiones de las varianzas. Como es habitual, se
mide la precision de los estimadores propuestos en estu-
dios de simulacion basados en varias poblaciones.

3.3.1. Introduccion

En numerosas investigaciones por muestreo, una mis-
ma poblacion puede ser muestreada repetidamente y la
misma variable de estudio es medida en cada ocasion, de
modo que se sigue el desarrollo de ésta sobre el tiem-
po. Por ejemplo, las encuestas de presupuestos familia-
res son llevadas a cabo periddicamente para estimar el
nimero de empleados, las encuestas de opinion se llevan
a cabo a intervalos regulares de tiempo para medir las
preferencias de los votantes, etc. En estos casos, el uso
de la teoria de un esquema de muestreo sucesivo puede
ser una alternativa atractiva para mejorar las estimaciones
de nivel en un punto en el tiempo, el cambio entre dos pun-
tos, etc. (véase por ejemplo Cochran, 1977).

El muestreo en ocasiones sucesivas ha sido extensa-
mente usado en las ciencias sociales y aplicadas para es-
timar medidas de nivel, cambios de un parametro lineal tal
como la media o el total (véase, por ejemplo, Sarndal et
al., 1992), estimacion de la varianza de este cambio (Ber-
ger, 2004), etc. Otros ejemplos del uso de encuestas lon-
gitudinales pueden consultarse en Ruspini (1999) para el
analisis en el cambio social, Solga (2001) para el estudio
de movilidad laboral, etc.

Asumiendo muestreo en dos ocasiones sucesivas, la
teoria desarrollada por Jessen (1942) y Patterson (1950)
proporciona el estimador 6ptimo de la media poblacional
en la segunda ocasion, combinando dos estimadores dis-
tintos de esta media. Por un lado, se usa un estimador de
tipo regresion basado en la muestra solapada de la mues-
tra, considerando que la variable auxiliar es el valor de
la variable principal en la primera ocasion. Por ultimo, se
considera un estimador simple de la media basado en una
muestra aleatoria de la porcion no solapada de la segunda
ocasion. El muestreo en ocasiones sucesivas también ha
sido discutido en Narain (1953), Adhvaryu (1978), Eckler
(1955), Gordon (1983), Arnab y Okafor (1992), Sen (1972,
1973), Singh y Srivastava (1973), Sen et al. (1975), Singh
et al. (1992) y Singh (2003), el cual proporciona una ex-
tensa bibliografia sobre este topico. En todos los estudios
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anteriores, el parametro considerado para su estimacion
es la media poblacional.

Recientemente, Martinez et al. (2005) propusieron
una metodologia de estimacion de cuantiles bajo
muestreo en ocasiones sucesivas usando el valor de la va-
riable principal en una ocasion anterior como variable au-
xiliar. Este estudio fue desarrollado bajo muestreo aleato-
rio simple y asumiendo que sobre la ocasion mas reciente
se toma una submuestra a partir de las unidades pre-
viamente seleccionadas, y que ciertas de estas unidades
son reemplazadas por otras nuevas unidades selec-
cionadas independientemente de la muestra solapada.

Asumiendo un muestreo en dos ocasiones sucesivas,
se propone un estimador para un cuantil de orden 3 que
emplea una informacion auxiliar multivariante. El disefio
muestral usado en cada fase es el muestreo aleatorio sim-
ple. Por otro lado, también se propone un estimador de
cuantiles cuando las correspondientes muestras son se-
leccionadas mediante disefios muestrales arbitrarios en
cada una de las dos fases que consta este esquema de
muestreo. En este caso, se usara un estimador de tipo
razon en la porcibn de muestra solapada para propor-
cionar el estimador 6ptimo de un cuantil. Para ello, se
pondera las estimaciones inversamente a sus varianzas.
Las propiedades del estimador propuesto se estudian ba-
jo aproximaciones basadas en muestras de gran tamafio.
El comportamiento de estos nuevos estimadores también
se estudiaran bajo los datos de una poblacion real.

La notacion habitual a seguir en muestreo en oca-
siones sucesivas es la siguiente. Consideramos que es-
tamos haciendo un seguimiento continuo de la poblacion
U, de tamafio N, sobre dos, o mas, periodos de tiempo
con valores y; en el periodo u ocasibn més reciente. Se
asume que una muestra de tamariio »n’ esta disefiada en la
ocasion anterior. En la ocasion reciente, una submuestra
(Ilamada muestra solapada) de tamafio m es disefiada de
las n’ unidades seleccionadas previamente, y u = n —m
unidades son reemplazadas por nuevas unidades selec-
cionadas de la poblacion restante. x = m/n sera la frac-
cion de solapamiento.

En muestreo con dos ocasiones sucesivas, el esti-
mador habitual para la estimacion de cuantiles se cons-
truye como sigue. En primer lugar se estima la funcion de
distribucion a partir de la muestra s obtenida en Iqocasién
més reciente. Este estimador viene dado por Fy,(t) =
n~'> ... 6(t — ys), el cual coincide con el estimador de
tipo Horvitz-Thompson bajo muestreo aleatorio simple. A
continuacion se estima el cuantil de orden 3 a partir de
esta funcion de distribucion, es decir:

Qui(8) = Bl (B) =inf {t: Fyu (1) 2 8} (315)

3.3.2. Generalizacion a multiples varia-
bles auxiliares

La estimacion de cuantiles bajo un muestreo con dos
ocasiones sucesivas con extraccion de muestras median-
te muestreo aleatorio simple ha sido discutida en Martinez
et al. (2005). Este estudio esta basado en una Unica va-
riable auxiliar, es decir, el uso de un nimero mayor de
variables auxiliares no es posible. El objetivo que se per-
sigue en la presente seccion es por tanto el estudio de la
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estimacion de cuantiles bajo este esquema de muestreo
y para un vector multivariante de variables auxiliares. En
las Secciones 3.3.3 y 3.3.4 se analizan las propiedades
teoricas y empiricas de este nuevo estimador. Como se ha
comentado, todos estos estudios estan disefiados para el
clasico muestreo aleatorio simple. En la practica el uso de
técnicas de muestreo mas complejas, como por ejemplo la
extraccion de unidades con probabilidades proporcionales
al tamafio, puede producir estimaciones mas eficientes. A
partir de la Seccion 3.3.5 se plantea el problema de la es-
timacion de cuantiles bajo muestreo con dos ocasiones
sucesivas y para un disefio muestral arbitrario.

Asumiendo muestreo aleatorio simple, en este aparta-
do se define una clase de estimadores que pueden obte-
nerse a partir de un vector multivariante de variables au-
xiliares. En concreto, esta clase esta formada por un es-
timador de tipo razon construido a partir de todas las va-
riables auxiliares disponibles en las muestras que estan
solapadas y por un estimador de la variable de interés en
la muestra no solapada de la ocasion mas reciente. El es-
timador 6ptimo en el sentido de minimizar la varianza de
esta clase sera también obtenido.

En la presente seccion y en 3.3.3 y 3.3.4 asumiremos
que en la primera ocasion se dispone de P variables au-
xiliares, denotadas por z1, ...,z p. La informacion propor-
cionada por estas variables nos permitira obtener un es-
timador de tipo razébn multivariante a partir de las mues-
tras solapadas. Por otro lado, también sera posible obte-
ner otro estimador para un determinado cuantil de la varia-
ble principal a partir de la muestra no solapada. La clase
de estimadores propuesta en esta seccion esta formada
por estos dos nuevos estimadores, los cuales se definen
a continuacion.

De modo similar a como se ha definido (3.15) y usan-
do los datos de la muestra de la primera ocasion, pueden
definirse los estimadores Q.i(3), para @ = 1,...,P.
Analogamente, Qim (3) Y Qum (8) denotaran los cuantiles
muestrales de orden 3 de la muestra solapada para las va-
riables auxiliares y principal, mientras que @Q,.(3) denota
el cuantil muestral basado en la muestra no solapada de
la ocasion mas reciente.

Siguiendo a Olkin (1958), se propone el siguiente es-
timador de tipo raz6n multivariante de @, (3) basado en la
parte solapada:

/8 ~
> wi = Qi (8
1<z<pw Qmm(ﬁ) )

ZWR

1<i<P
(3.16)
Los pesos w; (verificando ©, _, . p wi = 1) se obtienen de

modo que maximizan la precision del estimador Q17 (3).
Se usa el criterio de minima varianza para obtener es-
tas cantidades. Sabido esto, la varianza de este estimador
viene dada por

V@ (B) = Y wiV(Qyrim(8)+
1<i<P
42" wiw; Cov(Qyrim (8), Qurim (B))-
i<j
Esta dltima ecuacion puede escribirse  como
V(QyE(B) = w'Bw, donde w = (wi,...,wp),
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B (big) Y bij Cov(Qyrim(B), Qyrjm(B)) para
i,7 = 1,..., P. Para obtener el valor extremo usaremos
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y puesto que B es
semidefinida positiva, se obtiene que el valor 6ptimo w
esta dado por

B7le

e’B-1e’

donde e (1,...,1). Por tanto, la minima varianza
obtenida a partir de w,,: sera

QU () =

Asumiendo muestreo en dos ocasiones sucesivas, se
propone el siguiente estimador compuesto que combina
el anterior estimador de tipo razon multiple basado en la
muestra solapada con el estimador de la muestra no sola-
pada:

Qy(B) = WQuE i(8) + (1 — W)Qyu(B),

donde QT .(3) esta dado por el estimador QMF(3)
cuando se considera el valor 6ptimo de w, esto es wopt,
mientras que W es una constante que satisface 0 < W <
1y que es escogida de modo que el estimador @y(ﬁ) pre-
sente la minima varianza dentro la clase anterior. Un sim-
ple calculo demuestra que

V(@) _
V(Qyu(ﬂ)) + V( g];zn}zpt(ﬂ))
En resumen, el estimador propuesto que presenta

las propiedades optimas en términos de minima varianza
esta dado por

Wopt =

(3.17)

Wopt =

(3.18)

Quont(B) = WoptQumopt (8) + (1 = Wope)Qyu(8), (3.19)
y su varianza viene dada por
V(Quopt(8)) = WtV (Qurtopt (8))+(1=Wopt) 2V (Qyu (8))
(3.20)
la cual puede también escribirse como
5 V(Quu(B))V (Quribpt (8))
V(Qyopt(B)) = —= = . (821
( ) V(Quu(B)) + V(Qyriep: (B)) #20

3.3.3. Propiedades tedricas

_El siguiente paso en el estudio del estimador propues-
to Qyopt(B) €s la determinacion de sus propiedades mas
importantes, ademas de la propiedad de minima varianza
ya comentada. En concreto se establece la normalidad de
dicho estimador y su correspondiente varianza exacta.

Los resultados obtenidos se derivan asumiendo las si-
guientes condiciones:

(C3.4). Asumimos que s’ es una muestra aleatoria simple
de U, lo cual implica que la muestra complemen-
taria s’ es también una muestra aleatoria simple de
U. Finalmente, asumiremos que s,, €S una muestra
aleatoria simple de s’ y s, es otra muestra aleato-
ria simple de s’°. Bajo estas condiciones, las proba-

/
bilidades de inclusion vienen dadas por: 7; = nN
, n'n —1 m m(m — 1)
Tij NN—1 T/ Tl n'(n/ —1)’

u u(u — 1)
Tifs'e = N g /s (N—=n)(N—-n'—-1)
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(C3.5). Suponemos que la poblacion finita esta envuelta
en una sucesion de poblaciones {U, }, donde n, y
N, aumentan de modo que (n,/N,) — f cuando
n, — OQ.

(C3.6). Se asume que cuando N, — oo la distribu-
cion bivariante formada por (z, y) puede apro-
ximarse por una distribuciébn continua con densi-
dades marginales f.(-) y fy(:) para = e y respec-
tivamente, siendo f(Q<(03)) Y fy(Qy(B)) positivas.

'[eorema 3.6 El estimador de razbn multivariante
T(3) dado por (3.16) y la clase propuesta de es-

timadores @y(ﬁ) dada por (3.17) son asintoticamente
normales.

Demostracion R

En primer lugar, los cuantiles muestrales Q.. (3),
Qym(ﬁ) Qm By @mm (B) son asintoticamente normales
como se demostrd en Gross (1980).

Sean las siguientes funciones de este estimador

Hl(@ym(ﬂ): @xl(ﬁ)» e @xP(ﬁ)v @xlm(ﬂ): ) @xpm(ﬁ)) =
Qum(B)
SZSP Quim(B) TR

H; es una funcion continua con derivadas parciales de
primer y segundo orden continuas en un entorno de
(Qy,Qz1,-..,Qzp). Bajo esta situacion y usando los re-
sultados de Cramer (1946), Q)1 (3) es asintoticamente
normal.

La normalidad asintotica de la clase propuesta de es-
timadores se deriva facilmente como consecuencia de la
expresion lineal de la clase. O

La normalidad asintotica del estimador Q.p:(3) tam-
bién se deriva al pertenecer este estimador a la clase
(3.17).

La linealidad de la clase de estimadores también nos
permitira computar sus varianzas. Para ello, sera nece-
sario conocer las varianzas del estimador de razén mul-
tivariante basado en la muestra solapada y el esti-
mador que solamente envuelve a la muestra no solapada,
@yu (8), como puede verse en (3.20) y (3.21).

Gross (1980) demostro que una expresion asintotica
para la varianza del estimador Q. (3) esta dada por

V@u(8) =

HA(Qu(B)} 2.
(3.22)

281 - B)(u)”

Teorema 3.7 La varianza de V(Qurim(8)), con i =
., P,y la covarianza entre Qyrim(8) Y Qyrjm(3), CON

1,7 =1,..., P vienen dadas por
V@urin(®) = g | (-5 ) + (5 - %3)23)
b e 2 (5
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y
Cov(Qyrim(6), Qyrim(B8)) = ff((é;(g)y [(% - %) 1
1 1 R fv(Qy(8)) (Pl 1(y, zi) 1) +
n’  m " f2i(Qei(8)) \ B(1—P)
i _ l R, J4(Qy(8)) (Pll(yvxj) 1) —
T ey
n E) Rl fu(Qu(yﬁ)) 2j(Qz;(8)) 8
Py (i, ;) 1>
B(1 - p) 7

(3.24)
donde Pi1(y, ;) denota la proporcion de valores en la
poblacion para los cuales y < Q4 (8) Y z: < Q«i(B), Y
Ri = Qy(B)/Qxi(B).

Demostracion
El estimador Qy-im (3) puede expresarse como

Qurim(B) = Qy(B)(1 + e0)(1 + e2:)(1 — exi +ef; +...),
- ) (3.25)
o Qym(/@) _ — Qmm(ﬁ) _ J—
dAonde ey = 0,03 1, e1s 0ni(B) 1y ez
Qui(B) | . _
Qi (B) l,:=1,...,P.

Considerando la expansion de serie de Taylor se ob-
tiene la expresion

(Qurim(8) = Qy(B)(Qursm (B) — Qy(8)) = Qy(B)*x
(eo + e2; — €15 + 6%1- — €e1;e2; — €1;€9 + epez; + . )><
(eo + e2j —erj + e%j —e1je2; —e1jeo + epez; + .. .).

La expresion asintotica de la covarianza de los esti-
madores Qyrim(3) Y Qyrim(3) Se obtiene tomando espe-
ranzas (se han considerado solamente términos de orden
uno). Las esperanzas de las variables e; pueden derivarse
de Singh (2003):

N 500~ B)(@u ()£ Qu(8)

N B = B)(Qui(8)Fri(Qui(8)) 7,
E[egi] = E[@uegi] =

NN;,”'ﬂ(l — B)(Qui(8) (e (8))

Elef] =

Elel;] =

E[eoeli} = X

(Qui(B )

Elegesi] =

= (Pu(y, @) - B(1 - 8)
) foi(Qui (8)) £ (Qu(8))) ™"
( (1-5))
) (Qy(P))

(

— (Pu(y,z:) = B(1 -4
(@u(B)Qu( fm@w( ) F(@Qy(B) "
'<Pu(mj,xi> (1 - A))x
() £ (@i (8)) 7,
N (P, wi) = B(1 = §)x

%(Quj () faj (Qu (8)) Qui (B) frs (@i (8)))

Sustituyendo estos valores y operando adecuada-
mente, se obtiene la expresion dada en (3.24). O

Por tanto, usando las expresiones (3.22) (3.23) y
(3.24), la matriz B, la varianza del estimador propuesto
dado en (3.20) o (3.21) y el valor W,,,; definido en (3.18)
quedan determinadas.

X

E[eljegi] = E[ezjezi} = N

X(Quj(8) f2i (Qz5(8))Qa

N
E[eljt’iu] =
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3.3.4. Propiedades empiricas

En la Seccion 3.3.2 se ha definido un estimador opti-
mo dentro de la clase (3.17). La normalidad y la varian-
za asintotica de este estimador se ha establecido en la
Seccion 3.3.3. El siguiente paso en este estudio es com-
probar la exactitud de este estimador. En este apartado,
la eficiencia del estimador propuesto y su varianza seran
analizadas. En primer lugar, se analiza la ganancia en efi-
ciencia de la varianza asintotica del estimador Qyop: ()
con la varianza de Q,n(3), el estimador estandar basado
en la ocasion mas reciente y el cual esta dado en (3.15).
A continuacion, el comportamiento de estos estimadores
seran contrastados en una situacion real mediante un es-
tudio empirico.

En ambos estudios se usaran dos poblaciones natura-
les: la poblacion Counties y la poblacion Turismos (véase
Apéndice A). La poblacion turismos resulta interesante en
este caso porque dispone de cuatro variables auxiliares.
Se pueden comparar los varios estimadores usando un
namero distinto de variables auxiliares, de modo que pue-
da observarse la evolucion de la ganancia en precision al
aumentar el nimero de variables auxiliares usadas en la
etapa de estimacion.

Comparaciones teéricas

El primer estudio consiste en comparar la varianza del
estimador 6ptimo propuesto dado en (3.21) con la varian-
za del estimador frecuentemente usado, Q,»(3). Este es-
tudio nos permitira conocer el comportamiento de las va-
rianzas teoricas de los estimadores. Gross (1980) com-
prob6 que una expresion asintotica para la varianza del
estimador Q. (8) esta dada por

V(@un(9) = 20— B)m) (@5}

En las Figuras B.18 y B.19, las varianzas teotricas de
los estimadores Qyopt(8) Y Qyn(3) son comparadas por
medio de sus cocientes, esto es, las figuras muestran los
Ratios Teoricos RT = V(Qyopt(8))/V (Qyn(B)). En este
estudio, se representan diferentes valores de m en el eje
de abscisas y el estimador propuesto se ha obtenido para
cada valor de P (P = 1,2 en la poblacion Counties y
P = 1,2,3,4 en la poblacion Turismos). Laslineas hori-
zontales muestran los RT para el estimador Q. (3). No-
tamos que valores de RT por debajo de 1 indican que
V(Qyopt(B)) €5 menor que V(Q,.(83)), y por tanto el esti-
mador propuesto es mas eficiente.

De estas comparaciones teoricas, se pueden destacar
la siguientes conclusiones:

1. Para ambas poblaciones, el estimador propuesto
parece tener uniformemente menor varianza que el
estimador estandar, Q,.(3), y a su vez menor va-
rianza que el estimador propuesto cuando éste uti-
liza una Gnica variable auxiliar.

2. Las mejores propiedades se obtienen cuando se
usan todas las variables auxiliares.

3. Cuando los tamafios muestrales en ambas oca-
siones son iguales, la fraccion de solapamiento
optima esta entre 0.2 y 0.4. Una fraccion de so-
lapamiento mas alta resulta apropiada cuando el
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tamafio muestral en la ocasion reciente es menor
gue el tamafio muestral de la primera ocasion.

4. En ambas poblaciones, los ratios mas bajos se ob-
tienen cuando los tamafios muestrales son n’ = 75
y n = 25, en cuyo caso los RT, para valores
grandes de x, son aproximadamente iguales a 0.4,
esto es, la varianza asintotica del estimador pro-
puesto presenta una mejoria del 60 % con respecto
a la varianza asintotica del estimador estandar.

Estudio empirico

El siguiente paso consiste en llevar a cabo un estudio
de simulacion con el fin de revelar la ganancia en eficien-
cia de Qyop:(3) con respecto a Q,»(3) en una situacion
real. De nuevo, las poblaciones Counties y Turismos seran
usadas. Este estudio también muestra el comportamiento
de Qyopt(B) cuando este estimador usa un nimero dife-
rente de variables auxiliares.

Se generan B = 1000 muestras independientes ba-
jo muestreo con dos ocasiones sucesivas. Todas las
muestras (solapadas y no solapadas) se obtienen bajo
muestreo aleatorio simple. El cumplimiento de estos es-
timadores se evalGa para el cuantil de orden 8 = 0,5
en términos de Sesgo Relativo (SR) y Eficiencia Relati-
va (ER), con

)

15 Quopt(B)y = Qu(B) 1y ECM[Qyopi(B)]
H=p bz;: Qy(8) R ECM[Qyn(B)]

donde b indica la b-ésima simulacion, el Error Cuadratico
Medio empirico esta dado por

B
ECM(Qyon(B)] = 5 > @uont(B)s — (),
b=1

y donde ECM[Q,.(8)] se define de modo similar para
Qun(B). Por tanto, el comportamiento empirico del esti-
mador propuesto se compara con el estimador estandar
mediante diferentes valores de P.

Las generaciones aleatorias, calculos y obtencion de
estimadores se han obtenido mediante el programa R.
Los detalles de la programacion estan disponibles en el
Apéndice ??.

Las Figuras B.20 y B.21 representan la ER obtenida
en el estudio de simulacion. En la Figuras B.22 y B.23
se muestra la evolucion de los valores 6ptimos W, con
respecto a la fraccion de solapamiento. Los valores SR
estan todos dentro de un rango razonable y por tanto se
han omitido.

De las Figuras B.20, B.21, B.22 y B.23 se pueden hac-
er las siguientes observaciones:

1. Los resultados confirman un buen comportamiento
por parte del estimador 6ptimo propuesto en com-
paracion con el estimador estandar, y a su vez con
respecto al estimador 6ptimo simple, es decir, el es-
timador propuesto 6ptimo basado en una Gnica va-
riable auxiliar.

2. Este estudio también nos muestra que se obtienen
estimaciones mas precisas cuando se usa un mayor
namero de variables auxiliares.
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3. Cuando los tamafios muestrales en ambas oca-
siones son iguales, la fraccion de solapamiento 6pti-
ma esta entre 0,2 y 0,4. En otro caso, no puede ob-
servarse una fraccion de solapamiento optima.

4. Los valores W,,: son crecientes con respecto a
la fraccion de solapamiento. Este resultado era
predecible puesto que a medida que aumenta el
tamafio muestral de la parte solapada con respecto
al tamafio de la muestra no solapada, el estimador
de razbn multivariante deberia tener un mayor pe-
so dentro del estimador propuesto. En todos los
casos, los valores mas altos de W,,: se obtienen
cuando se usan todas las variables auxiliares en
la etapa de estimacion. Este resultado demuestra
gue se obtienen estimaciones mas precisas cuando
se usan todas las variables auxiliares: de la expre-
sion (3.18) puede observarse que W,,: €s mayor si
V(Qymopt(3)) tiene valores mas pequefios, y bajo
esta situacion, el estimador 6ptimo propuesto ob-
tiene estimaciones mas precisas.

5. Cuando el tamafio muestral en la segunda ocasion
es menor que el tamafio en la primera ocasion, se
obtiene una mayor ganancia en precision, y esta
ganancia aumenta a medida que crece la diferencia
entre los tamafios muestrales. Este resultado es ra-
zonable porque si n es pequefio en relacion con n/,
entonces, la primera muestra proporcionara mayor
informacion, y el estimador de razon mdltiple basa-
do en la muestra solapada presentara también un
menor grado de error.

En Rueda, Mufioz y Arcos (2006) pueden consultarse
mas detalles sobre la estimacion de cuantiles en muestreo
con dos ocasiones sucesivas y para un vector multivarian-
te de variables auxiliares.

3.3.5. Muestreo con probabilidades de-
siguales

Asumiendo muestreo en dos ocasiones sucesivas y
disefios muestrales arbitrarios para la seleccion de las dis-
tintas muestras que requieren ser seleccionadas bajo este
esquema, Sarndal et al. (1992) demostraron que el esti-
mador de tipo Horvitz-Thompson de una media no puede
siempre usarse en la practica debido a que el estimador
requiere el calculo de las probabilidades de inclusion 7,
y esto no es posible para las unidades de la muestra s,, 0
para las unidades de la muestra s,,.

Los distintos esquemas de muestreo que pueden
plantearse bajo un muestreo en dos ocasiones sucesi-
vas y sus correspondientes probabilidades de inclusion
son los que se detallan a continuacion. La muestra de la
primera fase s’ con tamafio n’ esta disefiada segln un
disefio muestral d;, tal que pqi(s’) es la probabilidad de
gue s’ sea escogida. Las correspondientes probabilidades
de inclusion de primer y segundo orden vienen dadas por
m/-, 7r;]-, para i,j € U. Dada s, en la segunda ocasion,
una muestra solapada s,, con tamafio m, es disefiada
segin un disefio d», tal que p,,(sm/s’) es la probabili-
dad condicional de escoger s,,. Las probabilidades de in-
clusion bajo este disefio se denotan como ;s Y m;; /s

La muestra no solapada s,, es por tanto seleccionada de
U — s = s'° segln el disefio ds, tal que p,(s./s’®) es
la probabilidad condicional de escoger s,. Las probabili-
dades de inclusion bajo este disefio se denotaran como
Tijste Y Tij/sle-

Ademas, en esta seccion y en las dos siguientes
asumiremos que se dispone de una Gnica variable auxi-
liar, z, que seran los valores de la variable principal que
toman los individuos en el primer periodo u ocasion. Tam-
bién puede considerase que x es una variable auxiliar al-
tamente correlacionada con la variable principal, aunque
en la préactica esto no es lo habitual.

A continuacion se define un estimador compuesto
basado en estimadores 7* (véase Sarndal et al., 1992,
p.347) y que combina un estimador construido en la mues-
tra solapada con otro estimador basado en la muestra no
solapada.

Asi, usando la muestra no solapada, s.,, €s posible ob-
tener el siguiente estimador para la funcion de distribucion

yu NZ

1ESy

t—yL
7T 71'1/5/0 ’

el cual es un estimador 7*. El correspondiente estimador
para el cuantil de orden 3 viene por tanto dado por

Quu(B) = inf{t : Fyu(t) > B}.

A partir de la muestra solapada pueden construirse los
siguientes estimadores de la funcion de distribucion

-N Z 71'7r2/s

PASERS

-N Z 71'771/8 ’

ASERS

(3.26)

(3.27)

Fuom( (3.28)
los cuales son estimadores n* basados en la segunda
y primera ocasion respectivamente. Usando también la
muestra de la primera fase, es posible construir un esti-
mador de tipo Horvitz-Thompson para la variable auxiliar
como sigue

Fult) = % sz (3.29)

i€s’ i
Usando los estimadores dados en (3.27), (3.28) y
(3.29) y basandonos en la muestra solapada y en la mues-
tra de la primera fase, se propone el siguiente estimador
de tipo razon

. Q:(B)
i (8) = Qum(0) 5~ B (3.30)
donde R R
Qum(B) = inf{t : Fym(t) > B}, (3.31)
Qum(B) = tnf{t : Fom(t) > 8}, (3.32)
Q.(B) = int{t : Fu(t) > B}. (3.33)

Siguiendo a Jessen (1942), se propone el estimador
compuesto @5(6) para Q,(3) como combinacion lineal
del estimador (3.26) y el estimador (3.30). Este estimador
viene dado por

QY (B) = wQym(B) + (1 — w)Qyu(B), (3.34)
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donde w es un peso constante y no negativo. El siguien-
te paso sera determinar w de modo que se minimice la
varianza del estimador compuesto Qf(ﬁ).

Teorema 3.8 La varianza minima del estimador @5(6)
viene dada por

WV — C?

~R _ niva—C

Demostracion R
La varianza de Qf(ﬁ) viene dada por

V(QF(B) = W V(Qym(8)) + (1 — w)*V(Qyu(B))

= w'Vi+ (1 —w)Va +2w(l —w)C =

Vo= C 2 ViVe — C?
i+ Vo —=2C —
Vi+V2 Hw V1+V2—20} +V1+V2—2C_
Vive—=C* . sg
Vl +‘/2 720 - le"(Qy (ﬂ))7

puesto que Vi + V2> — 2C > 0, y donde
Vi =V(@Qym(8)),
Ve =V(Quu(B)),

C = Cov(Quu(B), Qym(B)).

O
Por tanto el valor de w que hace minima la varianza
de Q(3) viene dado por

w = 7‘/2 —C
T Vi Ve 207
Partiendo de este resultado, el estimador propuesto

sera mas eficiente que el estimador habitual Q,.(3) y el
estimador de tipo razén Q5 (5).

(3.35)

3.3.6. Propiedades tebéricas

En esta seccibn se estudian las propiedades
asintéticas del estimador propuesto en (3.34). Los resul-
tados que se establecen se derivan asumiendo las condi-
ciones (C3.4), (C3.5) y (C3.6).

Teorema 3.9 El estimador compuesto @5(5) es
asintoticamente insesgado para Q,(03).

Demostracion

Para demostrar este resultado usaremos la inses-
gadez de los dos estimadores en los que se basa el esti-
mador propuesto. En primer lugar, es sabido que el cuan-
til muestral Q,.(3) es asintéticamente insesgado para
Qy(B) (véase por ejemplo Sarndal et al., 1992), por lo que
pasamos a estudiar si dicha propiedad la satisface el es-
timador de tipo razon Qy,,(3). Para ello, usaremos una
aproximacion lineal debido a que @;m(ﬂ) no es una fun-
cion continua.

El estimador @;m(ﬂ) puede expresarse asintotica-
mente como una funcion lineal de la funcion de distribu-
cion estimada evaluada en el cuantil Q,(3) mediante la

62

representacion de Bahadur (véase por ejemplo Chambers
y Dunstan, 1986):
AT _ 1 ~r —-1/2
Qym (8)—Qy(B) Q.0 (B=Fym(Qy(8)))+op(n~""7),
(3.36)
donde f,(-) denota la derivada del valor limite de Fy(-)
cuando N — ooy ﬁ;m (t) denota un estimador de tipo
razén para F),(t), es decir

)

@ B 1)

Fyn(t) = 0

)

El estimador @;m(t) es asintoticamente insesgado de-

bido a que Ejm(t) es un estimador insesgado de Fy(t)
(véase Rao et al., 1990). De este modo,

E(8 — Fjn(Qy(5))) = 0,

y usando (3.36) puede verse que
E(Qym(B)) = Qy(B) + O(n™"?).

Puesto que @;m(ﬂ) y @yu(ﬁ) son asintéticamente in-
sesgados para Q,(3), el estimador propuesto Qf(ﬂ) tam-
bién lo sera. O

Teorema 3.10 El estimador compuesto @ﬁ(ﬁ) es
asintoéticamente normal.

Demostracion

La normalidad asintotica de la clase propuesta se deri-
va facilmente a partir de la expresion (3.34).

En primer lugar, bajo las condiciones (C3.4), (C3.5) y
(C3.6), el cuantil muestral Q,.(3) es asintoticamente nor-
mal. Este resultado puede consultarse en Gross (1980).

Por otro lado, es sabido que el estimador F},,(t) es
asintoticamente normal. Asumiendo ademas la aproxi-
macion lineal (3.36), puede derivarse facilmente la nor-
malidad del estimador Q.. (5).

Por ultimo, usando los dos resultados anteriores, la li-
nealidad de la expresion (3.34) nos permite establecer la
normalidad del estimador compuesto propuesto. d

El siguiente paso en el estudio asintotico del estimador
propuesto es la determinacion de una expresion para la
varianza de dicho estimador. La expression (3.34) del es-
timador propuesto nos va a permitir computar su varianza
asintotica a partir de la varianza del estimador basado en
la muestra solapada, la varianza del estimador basado en
la muestra no solapada y la covarianza entre ambos. Asi

V(QR(B) = wVi + (1 — w)*Va + 2w(1 — w)C. (3.37)

Estas varianzas y covarianzas toman una forma sim-
ple cuando la unidades muestrales se seleccionan me-
diante muestreo aleatorio simple.

Gross (1980) demostro que una expresion asintotica
para la varianza del estimador Q. (3) esta dada por

~ N —u

V(Quu(8) = =581 =B ()~ {f,(Qu(B)}

(3.38)
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Teorema 3.11 La varianza del estimador de razon pro-
puesto esta dada por

e | w)+ ()
(3.39

h(%(ﬁ)){ 2 1(Qu(5)) ( Pu<x,y>m
@ @.m) TP\ T Ba-n) )
donde Pi:(z,y) denota la proporcion de valores en la
poblacion para los cuales z < Q.(8) ey < Qu(B), Y

R =Qy(8)/Q(B).

Demostracion
Usando propiedades del muestreo bifasico, la expre-
sion asintotica para V(Qy,(3)) puede obtenerse de

Qo (B) — Qy(B) =

Q”E(f) >(—Qy(ﬁ)) — (3.40)

y(B)) — e2(e1 — e2)(=Qy(H)),

V(@Qym(8)) =

Qum(B) — Qy(B) + (
Qy(Beo + (e1 — e2)(—Q

_ Qum(B) _ Qem(8)
con la notacion: ey = .5 = 0.9 ly
G0
* T Q.(0)

La expresion asintbtica de la varianza del estimador
@;m(ﬁ) se obtiene elevando al cuadrado los dos miem-
bros de (3.40) y posteriormente tomando esperanzas (No-
tamos que solamente se han considerado términos de or-

den uno):

Ar _ B(l_ﬁ) l_i i_i
”Qy”}((ﬁg QTP Gev) (7))
\a a2 (g 1)}
_ BA-p5) Ki__ I i_l fy(Qy(ﬂ)

fy(?y((g))(;)) m N Pl m ) n’ fz(Qz( )

Y _ z,Yy

Arreay (- mes)}

Los valores de E[e3], E[e?], E[e3], E[eoe1] Y E[eoez] pueden
verse en Allen et al. (2002) y Singh (2003). O

Ieorema§.12 La covarianza entre los estimadores
Qyu(B) Y Qym(B) esta dada por

Cov(Qyu(B), @Zm(ﬁ)) =

N fy(Qi(ﬁ))z i ( N %) ﬁ(lr; =

Demostracion

Para obtener la covarianza entre los estimadores
Qyu(B) Y Qym(B) al primer orden de aproximacion, nos
basaremos en la propia definicion de varianza:

Cov(Qyu(B), Qym(B)) =

= Cov(E(Qyu(B)/s), E(Qym(8)/s))+
+E(Cov(Qyu(B), Qym(8)/5)).

(3.41)
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Debido a la independencia entre s, Y sm, €l segundo
término es cero. En lo que respecta al primer término

E(@;m(ﬂ)/sl)) = @ys’(ﬁ) + O(m_l)
y N ~
E(Qyu(0)/s") = Qysre (B),
donde N R
st’(ﬁ) = an{t : Fys’(t) > 6}7
Qyare(8) = inf{t ﬁy e(t) > B},
t - Y
ys/ () N Z ﬂ'Zy
y

Fyore NZ t—%

i€s’c
Por otro lado, la representacion de Bahadur da (véase
Kuk y Mak, 1989)

Quore(8) — Qu(B) =
_; - F rc o n71/2
= oy P Ferr Qo) + 0pn ™),

Qus (B) — Qy(B) =

1

R R S - on(n=1/2

y de este modo se obtiene
COU(@ys’C (ﬂ)v st’ (5)) =

Cov(Fyo (Qy(B)), Fyere (Qy(B))) =

1
T [y(Qy(8))?
1 -n

fy(Qy(8))* N —n

V(E, (Qy(B))) =

_ 1 -n ( __>ﬂ(1—ﬁ)
fy(Qy(B)? N —n N n' ’
obteniendo asi el resultado (3.41). d
Sustituyendo los valores (3.38), (3.39) y (3.41) en
(3.37), se obtiene la siguiente expresion para la varianza
del estimador propuesto

R
<L7_> + Co 4 2C1 77 n(,: - %)
(3.42)

V(Qy(8)) =

donde x = m/n es la fraccion de solapamiento,

1 1 1 1
o= (g w) +0 ()

)
N GR()E
y
fy(Qy(ﬂ)) fy(Qy(ﬁ)) _ Pii(z,y)
@ = fz(Qz(ﬂ)){ F@.3) T2 B(lfﬁ))}'

El estimador resultante para f,(Q,(8)) junto con
pi1(z,y) (la proporC|0n de valores en la muestra para los
cuales z < Q.(3) y y < Q,(3)) pueden usarse para
proporcionar un estlmador consistente de las varianzas
asintoticas y los valores optimos wy 1 — w

63



Para completar el estudio asintotico en esta seccion,
analizaremos la ganancia enAprecisi()n del estimador pro-
puesto sobre el estimador Q,.(3), el cual estd basado
exclusivamente en las n unidades muestrales para la se-
gunda ocasion. La varianza de este estimador esta dada
por

V@ () =~ 8= B)(m) A (Qu ()} .
(3.43)
De este modo, la ganancia en precision, G, de Q{f(ﬂ)

sobre Q,n(3) esta dada por

_ V(Qun(8) - V(@4 (8))
V(QF(8))

Esta ganancia en precision dependera de los tamafios
muestrales, del orden del cuantil y de la poblacion objeto
de estudio.

El valor 6ptimo de u que maximiza (3.44) coincide con
el valor que minimiza la varianza asintética (3.42).

Por tanto, el problema es obtener el minimo en x de
la funcion ¢(x) = V(QF(B)) y verificando la condicion
natural 0 < x < 1. Esta funcion es monétona en el in-
tervalo (0, 1). El crecimiento o decrecimiento depende del
orden del cuantil y de la poblacién en estudio. Por tanto,
los valores 6ptimos para x estaran proximos a cero (cuan-
do se renueva completamente la muestra al pasar de una
ocasion a otra), o bien, estaran préximos a uno (cuando la
misma muestra se conserva de una ocasion a otra). Todos
estos resultados asintoticos pueden también consultarse
en Rueda y Mufioz (2006b).

G1

(3.44)

3.3.7.

El siguiente paso en el analisis de estimador propues-
to en muestreo con dos ocasiones sucesivas y usan-
do disefios probabilisticos desiguales consiste en llevar
a cabo un estudio de simulacibn asumiendo distintos
tamafios muestrales en todas las muestras y bajo distin-
tos esquemas de muestreo. Para este analisis se usara la
poblacion Counties (véase Apéndice A para una descrip-
cion completa de esta poblacion).

Como se ha podido comprobar, para la puesta en
practica de un muestreo con dos ocasiones sucesivas es
necesario seleccionar tres muestras diferentes, las cuales
pueden obtenerse a partir de distintos disefios muestrales.
En concreto, estas tres muestras son la muestra de la
primera fase, la muestra solapada y la muestra no solapa-
da. En el estudio de simulacion de esta seccidn se usaran
las distintas combinaciones de esquemas de muestreo
descritas en la Tabla 3.11. El método de Midzuno se em-
plea como método de extraccion de unidades con proba-
bilidades desiguales, aunque es posible la aplicacion del
estimador propuesto bajo cualquier otro disefio muestral.

Para cada esquema de muestreo se han generado
B = 1000 simulaciones con tamafios muestrales n’ = 75,
n=25m=>5,...,15yn’ =75,n=>50,m=25,...,30. El
cumplimiento del estimador propuesto se eval(a para los
tres cuartiles, 3 = 0,25,0,50, 0,75, en términos de Sesgo
Relativo (SR) y Eficiencia Relativa (ER), donde

1 QFB = Q) ECMIQ)(B)]
Sh=73 ; Qy(B) = ECM[Qyn(3)]
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Tabla 3.11: Combinaciones de disefios muestrales
usados en muestreo con dos ocasiones sucesivas y
probabilidades desiguales.

Acrobnimo Muestra Tipo de muestreo

SMS s’ M. aleatorio simple  (S)
Sm Método de Midzuno (M)

Su M. aleatorio simple  (S)

MSS s’ Método de Midzuno (M)
Sm M. aleatorio simple  (S)

Su M. aleatorio simple  (S)

MMM & Método de Midzuno (M)
Sm Método de Midzuno (M)

Su Método de Midzuno (M)

siendo b la b-ésima simulacion,
Q5 (B) = wQym (B) + (1 — w)Qyu(B),

ECMQy(B)] = B'SL0Q50h — Q) y
ECM[Qy(B)] se define analogamente para Q.. (83), el
estimador estandar para el cuantil poblacional basado en
la ocasion mas reciente.

Notamos que el valor 6ptimo para la constante w
(3.35) depende de varianzas y covarianzas desconoci-
das, en concreto depende de V(@;m(ﬁ)), V(Qyu(B))
y Cov(@yu(ﬁ),@;m(ﬁ)). Se usaran técnicas Jackknife
(Efron y Tibshirani, 1993) para la estimacion de estas ex-
presiones.

Por otro lado, la constante w depende de covarian-
zas porque la muestra solapada y la no solapada son de-
pendientes, aunque algunos autores ignoran este hechoy
consideran tales muestras como independientes, es decir,
emplearian la constante

_ V(@Qu(8)
V(Qym(3) + V(Quu(B))

donde Cov(@yu (B8), @;m(ﬁ)) estaria omitida. Con el fin de
analizar este hecho en la practica, el estimador propuesto
basado en la constante wx (asumiendo que existe inde-
pendencia entre las muestras, por lo que se ignoran las
covarianzas) ha sido incluido en el estudio de simulacion.

En primer lugar analizaremos la eficiencia de los es-
timadores, la cual puede observarse en las Figuras B.24,
B.25y B.26, en donde se representa la Eficiencia Relativa
de los distintos estimadores y combinaciones de disefios
y tamafios muestrales. La variacion en el cumplimiento
de los estimadores desde distintas perspectivas puede
por tanto observarse. Notamos que las curvas continuas
corresponden al estimador propuesto (usando covarian-
zas), mientras que las curvas discontinuas corresponden
al estimador compuesto que no emplea covarianzas. Las
lineas horizontales representan al estimador estandar.

En los tres casos, los resultados obtenidos muestran
un buen cumplimiento del estimador propuesto, el cual es
siempre mas eficiente que el estimador estandar, excep-
to para el caso de fracciones de solapamiento elevadas.
Cuando la fraccion de solapamiento aumenta, decrece la

Wk =
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Eficiencia Relativa para el estimador propuesto en com-
paracion con el estimador estandar.

En lo que respecta al comportamiento del uso o no
de covarianzas en el estimador propuesto, puede com-
probarse que se obtiene una ligera mejoria en eficiencia
cuando se tiene en cuenta las covarianzas en la construc-
cion del estimador, teniendo por tanto sentido la hipotesis
de dependencia entre el estimador de la muestra no so-
lapada y el estimador propuesto para la parte solapada.
Puede ademas observarse que la ganancia en precision
sobre el estimador que omite las covarianzas es mayor
a medida que aumenta el tamafio muestral de la ocasion
mas reciente. En resumen, estos resultados recomiendan
el uso de covarianzas en el estimador propuesto para la
estimacion de cuantiles bajo un muestreo con dos oca-
siones sucesivas y probabilidades desiguales.

El analisis del Sesgo Relativo de los distintos esti-
madores puede seguirse en las Figuras B.27, B.28 y B.29.

A partir de estas figuras puede observase un similar
comportamiento de los estimadores al obtenido en el es-
tudio de la Eficiencia Relativa. Los valores del Sesgo Rel-
ativo para los estimadores propuestos estan siempre por
debajo de 0.2, y en algunas ocasiones son inferiores a 0.1,
mientras que el Sesgo Relativo para el estimador estandar
es bastante mayor llegando incluso a 0.6.

Por (ltimo, analizaremos los valores observados de
los estimadores mediante diagramas de cajas con big-
otes. Por brevedad, se ha considerado el disefio mues-
tral SMS y los tamafios muestrales n’ = 75, n = 50
y m = 5,10,15,20. La Figura B.30 nos da tal informa-
cion para los tres cuartiles. También en este estudio se
comprueba que el estimador propuesto presenta el mejor
comportamiento, al obtenerse estimadores menos disper-
sos en comparacion con el estimador estandar y el esti-
mador que omite las covarianzas.

Notamos que se han realizado otras simulaciones con
distintos tamafios muestrales a los usados en los estu-
dios anteriores. En todos los casos los resultados con-
firman el buen comportamiento del estimador propuesto
frente a sus competidores. También se ha observado que
la ganancia en precision del estimador propuesto es mejor
a medida que el tamafio muestral en la primera ocasion
aumenta con respecto al tamafio de la segunda ocasion.
Por otro lado, cuando el tamafio muestral en la primera
ocasion es menor que el tamafio en la segunda, se ob-
tiene una menor ganancia en precision, y esta ganan-
cia disminuye a medida que aumenta la diferencia en-
tre tamafios muestrales. Este resultado es logico porque
si n’ es mayor en comparacion con n, la primera mues-
tra proporcionara mayor informacion, y el estimador de
tipo razébn basado en la muestra solapada presentara un
menor grado de error, por lo que es de esperar que el es-
timador propuesto mejore también en precision. Con el fin
de obtener mas informacion sobre la estimacion de cuan-
tiles en muestreo con dos ocasiones sucesivas y disefios
muestrales arbitrarios, puede también consultarse Rueda
y Mufioz (2006b).
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3.4. Estimadores bajo el método
de verosimilitud empirica

En este apartado se utiliza el método de verosimilitud
empirica para la estimacion de cuantiles. Para ello, usare-
mos el estimator de verosimilitud empirica para la funcion
de distribucion definido en la Seccion 2.4.3. Tomando la
inversa de este estimador, podremos obtener estimadores
de cuantiles facilmente. Estos estimadores también se uti-
lizaran para el anélisis de algunas medidas de pobreza.

Bajo datos de la Encuesta Continua de Presupuestos
Familiares para el primer trimestre del afo 1997,
mostraremos como tanto el estimador propuesto para los
cuantiles como el método bootstrap para la estimacion
de la varianza, exhiben un buen comportamiento en com-
paracion con otros estimadores alternativos.

3.4.1.

Asumiendo el método de verosimilitud empirica, los
Unicos estimadores conocidos para cuantiles en la lite-
ratura se basan en la aproximacion modelo-calibrada, es
decir, se usan los estimadores modelo-calibrados para la
funcion de distribucion descritos en la Seccion 2.4.2. Sea
Fyvepe(t) uno de estos estimadores cuando se usa el
punto to = Qruxy(3). Notamos que Farcpre(t) Sera mas
eficiente que Fux, (t) para t en las cercanias de Q,(3).

El cuantil Q,(3) puede estimarse mediante inversion
directa de Fircpr(t), esto es, Querr(8) = Frbps(B)
para 5 € (0,1). Puesto que ﬁMcpE(t) es una verdadera
funcion de distribucion, esta inversion es computacional-
mente simple.

Notamos que tanto este estimador como su corres-
pondiente varianza asintotica seran usadas en la Sec-
cion 3.4.5 para su comparacion empirica con el esti-
mador propuesto bajo el método de verosimilitud empiri-
ca. Por esta razon, a continuacion se resumen las prin-
cipales propiedades asintoticas de este estimador. Para
ello, asumimos que hay una sucesion de poblaciones fini-
tas {U,,v = 1,2,...}. F,(t) y Q.(B3) denotan respectiva-
mente Fy(t) y Q4 (), para la poblacion U,,. Ademas, sean
los disefios muestrales siguientes:

Antecedentes

(i) Muestreo aleatorio simple con o sin reemplazamiento.

(i) Muestreo estratificado aleatorio simple con o sin
reemplazamiento.

(iii) Muestreo con probabilidades desiguales de una eta-
pa con reemplazamiento.

(iv) Muestreo de varias etapas con reemplazamiento en
la primera etapa.

Notamos que en el caso de disefios con reemplazamien-
to se usa el estimador de tipo Hansen-Hurwitz (Hansen y
Hurwitz, 1943), esto es m; = ng;, donde ¢; es la probabili-
dad de seleccionar la i-ésima unidad.

__Una representacion de Bahadur para el cuantil
Qmcre(B) puede establecerse para estos disefios mues-
trales. Sean también las condiciones (C2.20), (C2.21) y
(C2.22) dadas en la Seccion 2.4.2 junto a las siguientes:
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(C3.7). Existe una funcion de distribucion F'(¢) diferen-
ciable de orden 2 con funcion de densidad f(t), tal
que F,(t) — F(t) = o(1), y para cualquier a, =
O(nfl/Z)

sup |[Fy(t+6) — B ()] — [F(t+6) — F()]] =

[0]<ay

donde el tamafo muestral n, — oo cuando v — oo.

(C3.8). Para un valor fijo 8 € (0,1), Q.(8) — Qo(fB),
donde Qo (B) es el cuantil Bde F(t)y f(Qo(8)) > 0.

El siguiente teorema puede establecerse.

Teorema 3.13 Bajo los disefios muestrales (i)~(iv) y las
condiciones (C2.20), (C2.21), (C2.22), (C3.7) y (C3.8), se
tiene que Qucrr(B) — Qy(B) =
1 S —1/2
=—————~ (8- Fn + :
7@, (3) (ﬁ ]\ICPE(QZJ(ﬂ))) op(n )

donde f(-) es la funcion densidad de la funcién de dis-
tribucion limite de Fy(¢) cuando N — oc.

En consecuencia, la varianza asintotica de @MCPE (8)
puede aproximarse por

LV (Fuors(Qy(8))) =

V(@MOPE(ﬂ)) & m

1 1 N v, U, , y
Wﬁ ZZ(W”TJ. 77Tij) (ﬂ-_l B 71—_7) +O(n )7

donde Ui = 6(Qy(8) — i) — F4(Qy(B)) — (w —w")Bu
yw* = N"'3°N w;. w} viene dada por (2.85), (2.87),
(2.90) 0 (2.93) cuando to = Q4 (B).
Esta varianza puede estimarse mediante
1

V(@MCPE(ﬁ)) o~ WV(ﬁAICPE(@]\/[CPE(B))) =

1 1 a Uq Uj 2 —1
@@ 3 2 2™ =) (-2) +o™
donde u; = §(Qucre(B) —yi) — B — (wi —W)Bn y W =
N7 N w;. w; viene dada por (2.86), (2.88), (2.91) o
(2.92) cuando to = Quiy(B). f(Qy(B)) puede estimarse
mediante procedimientos estandares (Silverman, 1986).

La ganancia en eficiencia al usar Qrcre(3) sobre
Quxy(B) es comparable a la ganancia de Fascprs(t) So-
bre Fpx,(t). Con la dptima eleccion w; = Ee(z]|x:), la
ganancia maxima de la eficiencia asintotica esta garanti-
zada. Asi, este método puede aplicarse en disefios mues-
trales complejos y para un vector multivariante de varia-
bles auxiliares.

3.4.2. Aplicacion a la estimacion de
lineas de pobreza

El analisis de las lineas de pobreza es un tema re-
ciente y de gran interés en la sociedad. La proporcion ofi-
cial de pobreza y el nimero de personas en pobreza son
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importantes medidas para el bienestar econémico de un
pais.

El andlisis de la estructura de los ingresos y la de-
sigualdad de ingresos son los principales objetivos en los
estudios de pobreza. Esto se debe a que la desigualdad
de los ingresos puede afectar a la eficiencia del mercado
laboral, y a que esto conlleva a una serie de problemas
relacionados con la igualdad social, tal como la incidencia
de la pobreza o la estratificacion social.

La aplicacion de una medida de pobreza requiere la
especificacion de una linea de pobreza, la cual separe
a la poblacion en pobres y no pobres. En la literatura,
existen distintas formas de especificar una linea de po-
breza. Por ejemplo, La Organizacion para la Cooperacion
Economica y el Desarrollo (OECD, acronimo de Organi-
zation for Economic Cooperation and Development) en el
afio 1997, definio la linea de bajos ingresos como dos ter-
cios del salario mediano, de modo que un empleado se
consideraba que tenia ingresos bajos si recibia un salario
inferior al anterior umbral sefialado. Sin embargo, Euro-
stat (2000) define que un empleado en la Uni6bn Europea
percibe un salario bajo si su salario mensual es inferior al
60 % del salario mediano de su correspondiente pais.

Los empleados con bajos ingresos, en particular, ha
sido un centro de investigacion con alto interés politico
(Lucifora y Salverda, 1998). Por un lado, a un nivel
macroeconomico, los empleados con bajos ingresos es
claramente relevante para la igualdad social, como lo de-
muestran las razones con alta pobreza en los paises
donde los empleados con bajos ingresos es relativamente
alto (OECD, 1997). Por otro lado, desde una perspectiva
microeconomica, existe una relacion entre salarios bajos y
estado de pobreza de los hogares (OECD,1997, Eurostat,
2000).

En la literatura, existen tres tipos de métodos para de-
terminar las lineas de pobreza: los métodos absolutos, re-
lativos y los subjetivos. Los métodos absolutos obtienen
la linea de pobreza como una cantidad minima de fuentes
en un punto del tiempo y ponen al dia la linea solamente
para cambios de precio sobre el tiempo. La linea de po-
breza usada por el estadistico oficial de pobreza de Esta-
dos Unidos es un ejemplo de linea de pobreza absoluta.
El método relativo especifica la linea de pobreza como un
punto en la distribucion de ingresos o gastos y, por lo tan-
to, la linea puede estar sin fecha automaticamente sobre
el tiempo para cambios en niveles de vida. En la practi-
ca, los investigadores a menudo especifican la linea de
pobreza relativa como un porcentaje del ingreso o gasto
medio (Wolfson y Evans, 1989, Johnson y Webb, 1992),
como un porcentaje del ingreso o gasto mediano (Smeed-
ing, 1991, Eurostat, 2000) o simplemente como un cuantil
(OECD, 1982). El método subjetivo deriva de la linea de
pobreza basada en la opinion pablica. Comparada con las
dos primeras aproximaciones, el método subjetivo es re-
lativamente menos popular y raramente se usa.

Mientras que las lineas de pobreza absolutas han si-
do usadas en la mayoria de los estadisticos de pobreza de
los gobiernos, las lineas de pobreza relativas han ganado
recientemente en popularidad y uso tanto en las compara-
ciones internacionales de pobreza como en analisis na-
cionales de pobreza a través del tiempo. Preston (1995)
establecio las distribuciones muestrales de los estadisti-
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cos de pobreza relativos.

La desigualdad entre salarios es requerida a menudo
en estudios de pobreza o distribucion de la riqueza. Tradi-
cionalmente, La oficina censal de Estados Unidos ha em-
pleado un determinado nimero de percentiles limite y ra-
zones para estudiar cambios en la desigualdad de salarios
de los hogares. Entre ellos encontramos la razéon de in-
gresos para un determinado hogar entre el percentil 95 y
el percentil 20, el percentil 95 con respecto a la media-
na, etc. Derivadas de estos percentiles son también bas-
tantes usados en la literatura de ingresos. Algunos inves-
tigadores han propuesto otras medidas alternativas como
la razon entre los percentiles 90 y 10 o la raz6n entre los
percentiles de orden 50 y 10. Eurostat (2000) también em-
plea el salario mediano con respecto al primer decil. Es-
tos valores dan una idea de la extension de las desigual-
dades entre salarios. Por ejemplo, la razon entre los per-
centiles de orden 50 y 10 nos permite ver si la inciden-
cia de empleos con bajos ingresos esta fuertemente rela-
cionada con la dispersion de salarios en la cola izquierda
de la distribucion. En Binder y Kovacevic (1995), Dickens
y Manning (2004) pueden consultarse otras medidas de-
sigualdad de ingresos.

La atencion dada a este tipo de estadisticos en los
medios de comunicacion y en los circulos de politica es
considerable, hasta el punto de que importantes deci-
siones politicas pueden verse influenciadas por estas me-
didas.

La caracteristica comin de estas medidas es su com-
plejidad. Estas son funciones no lineales de las observa-
ciones y un alto nimero de éstas dependen de cuantiles.
Como se ha comentado, la literatura relacionada a la es-
timacion de medianas y otros cuantiles, los cuales usan
una variable auxiliar, es considerablemente menos exten-
so que en el caso de medias y totales, y las técnicas ha-
bituales, tal como el método de regresion, no tienen una
extension obvia a la estimacion de cuantiles. Por tanto, la
mayoria de los estudios relacionados con cuantiles han
sido desarrollados asumiendo muestreo aleatorio simple
0 muestreo estratificado (Gross, 1980, Sedransk y Meyer,
1978, Sedransk y Smith, 1988, Kuk y Mak, 1989, Singh et
al., 2001), o bien considerando aproximaciones basadas
en el modelo (Chambers y Dunstan, 1986, Dorfman y Hall,
1993, Mak y Kuk, 1993), las cuales asumen un modelo de
superpoblacion, los estimadores son dependientes de di-
cho modelos y puede llegarse a obtener un pobre cumpli-
miento de los estimadores bajo una inapropiada especi-
ficacion del modelo. En la practica, estas situaciones no
son usuales, especialmente para el caso de datos rela-
cionados con ingresos 0 gastos, los cuales se analizan
asumiendo disefios muestrales complejos con probabili-
dades desiguales y cuyos datos, ademas, exhiben una
alta asimetria, lo que hace muy dificil asociar un mode-
lo de superpoblacion a los datos en estudio. El uso de
estimadores de cuantiles eficientes basados en informa-
cion auxiliar y aproximaciones independientes del modelo,
puede ayudarnos a obtener una mejoria en la estimacion
de medidas de pobreza. Notamos que la mayoria de los
estudios relacionados con medidas de pobreza han sido
llevados a cabo usando estimadores clasicos de la litera-
tura del muestreo en poblaciones finitas.

El proposito de esta seccion es desarrollar un esti-
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mador de cuantiles que pueda aplicarse a diferentes me-
didas de pobreza. Para ello, usaremos la aproximacion
modelo-asistida y el método de verosimilitud empirica
para construir nuevos estimadores para un determina-
do cuantil. En lo que respecta a la estimacion de cuan-
tiles usando el método de verosimilitud empirica (véase
la Seccion 3.4.1), Chen y Wu (2002) propusieron esti-
madores modelo-calibrados (Wu y Sitter, 2001). Estos
estimadores requieren el uso de un modelo de super-
poblacion apropiado, y son por tanto dependientes de di-
cho modelo. Ademas, estos estimadores se construyen
por medio de restricciones que requieren el uso de un
Gnico valor fijado. Una importante pérdida de eficiencia
puede llegar a obtenerse cuando dicho valor fijado se en-
cuentra alejado del cuantil que va a ser estimado.

El estimador propuesto usa de modo efectivo la in-
formacion auxiliar en la etapa de estimacion porque éste
esta basado en tres valores fijados construidos a partir de
la informacion auxiliar. Estos valores se encuentran bien
repartidos dentro de la distribucion de datos, resolvien-
do de este modo la pérdida de eficiencia provocada por
la eleccion de un valor fijado situado a gran distancia de
cuantil que se va a estimar. Este estimador propuesto
esta basado en el estimador para la funcion de distribu-
cion descrito en la Seccion 2.4.3.

Debido a la naturaleza especifica de los cuantiles y
a la complejidad de algunas medidas de pobreza, las va-
rianzas de estos estadisticos complejos no pueden expre-
sarse por simples formulas. Mostraremos como la técnica
bootstrap es una posible alternativa en la estimacion de la
varianza del estimador propuesto.

3.4.3. Estimadores
modelo-asistidos

propuestos

En este epigrafe se describe el estimador propues-
to usando la metodologia de verosimilitud empirica. Co-
mo se ha comentado, usaremos una perspectiva modelo-
asistida debido a que esta proporciona un enfoque en el
cual se pueden desarrollar estimadores eficientemente.
Para ello, necesitaremos un modelo de superpoblacion
gue describa la relacion entre la variable de interés y
las variables auxiliares. Este modelo sera posteriormente
usado para construir estimadores basados en el disefio.

Como resulta habitual, consideraremos el modelo re-
gresion lineal dado por

Yi :6txi +vigi, 1=1,...,N (345)
donde v; es una funcién conocida de z; y las cantidades ¢;
son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media 0 y varianza ¢2. Notamos que en
la practica los valores del vector 8 son desconocidos,
aunque es sabido que este parametro puede estimarse
eficientemente por minimos cuadrados (véase por ejem-
plo Sarndal et al., 1992) como

-1
- (5)

ieU

XiYi
> pat (3.46)

ieU

Este estimador es 6ptimo en el sentido de ser el mejor es-
timador lineal e insesgado para 3 bajo el modelo (3.45). A
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su vez, B es una caracteristica poblacional finita, aunque
puede estimarse usando los datos muestrales. Esta esti-
macion viene dada por

i- (o)

i€s

i€s

(3.47)

Como ya sabemos, el método de verosimilitud empiri-
ca presenta buenas propiedades asintoticas y empiricas
para el problema de la estimacion de medias o totales
(Cheny Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999), funciones de dis-
tribucion (Chen y Wu, 2002), estimacion en presencia de
datos faltantes (Rueda, Mufioz, Berger, Arcos y Martinez,
2006, Leung y Qin, 2006), etc. Chen y Wu (2002) pro-
pusieron estimadores de verosimilitud empirica modelo-
calibrados que requieren el uso de un Gnico valor prefi-
jado. La aplicacion de estos estimadores a la estimacion
de cuantiles resulta posible, aunque este proceso arras-
tra una importante pérdida de eficiencia cuando dicho va-
lor prefijado esta alejado de cuantil que va a ser estima-
do. Con el proposito de reducir esta pérdida en eficiencia,
se proponen estimadores modelo-asistidos para cuantiles
usando el método de verosimilitud empirica y tres valores
prefijados que ayudaran a reducir tal pérdida de eficiencia.

Asumiendo el método de verosimilitud empirica (Chen
y Sitter, 1999), el estimador propuesto para el cuantil 8
esta dado por

Q\JWA(B) = fnf{t : ﬁ]uA(t) > ﬁ}, (3.48)

donde

Zp’b t— yl
iE€s

y las cantidades p; son las soluciones al problema de ma-
ximizacion de la funcion de verosimilitud pseudo empirica
I(p) = >_;c, dilog(p:) sujeta a

Frralt (3.49)

dopi=1, (p>0), (3.50)
i€s
1 N
sz (tg2s — gi) = N Z 6(tg2s — gr) = Fy(tg2s) = 0,25,
i€s k=1
(3.51)
1 N
;pz tgso = 9i) = ; 6(tgs0 — gr) = Fy(tgs0) = 0,5,
(3.52)
N
> pidtgrs — i) = NZ 6(tg7s — gr) = Fy(tgrs) = 0,75,
1€ES k=1
(3.53)

donde t925 = Qg(0,25), tg50 = Qg(0,50), tg75/\: Qg(0,75),
Y Q4(a) es el cuantil « para la variable g; = 3'x;.

Notamos que la idea de usar §(t — g;) para cualquier
t como una variable de calibracion para formar restriccio-
nes como las dadas en (3.51), (3.52) y (3.53) fue en primer
lugar discutida en Wu y Sitter (2001) y posteriormente ela-
borada en Chen y Wu (2002). Por otro lado, la eleccion de
los valores tg25, tg50 Y tg7s €n (3.51), (3.52) y (3.53) ha
sido discutida en la Seccion 2.4.

Una vez que se ha definido el estimador de cuantiles,
las medidas de pobreza que dependan de tales parame-
tros podran ser estimadas. Por ejemplo, la linea de bajos
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ingresos puede definirse como la fraccion « de un cuan-
til B8 (Eurostat, 2000, Blackburn, 1990, 1994, Smeeding,
1991, etc.):

La,p = aQy(f), (3.54)
y las medidas para cuantificar la desigualdad de ingresos
estan dadas por la razon entre los cuantiles de 6rdenes (3;
y B2 (Eurostat, 2000, U.S. Census Bureau, etc):

81.8; = Qu(81)/Qy(B2)- (3.55)
Estas medidas pueden estimarse facilmente por
Las = aQua(B), (3.56)
para la medida dada en (3.54), y por
P18 = Qua(B1)/QuralBa), (3.57)

para la medida dada en (3.55).

3.4.4. Propiedades. Estimacion de la
varianza

El estudio de las propiedades asintoticas del esti-
mador propuesto pasa por analizar tales propiedades para
el estimador Fs4(t), las cuales se han establecido en la
Seccion 2.4.4. Queda por tanto describir una expresion
para la varianza del estimador propuesto para cuantiles.
La determinacion de tal expresion es posible, aunque ten-
dria Gnicamente validez asintotica, es decir, para tamafios
muestrales bastantes elevados, situacion no siempre pre-
sente en la practica. Por otro lado, por la estructura no
lineal del cuantil, se requiere el uso de una aproximacion
lineal que emplea parametros poblacionales, por ejemplo
densidades, que también tendrian que ser estimados, lo
que conlleva a otra pérdida de eficiencia en la etapa de
estimacion de la varianza.

Si aplicamos el estimador propuesto a la estimacion
de medidas de pobreza, la determinacion de dicha ex-
presion asintotica para la varianza resulta aiin mas dificil,
puesto que la caracteristica comin de las medidas de
pobreza, como por ejemplo (3.54) y (3.55), es su com-
plejidad. Este hecho puede comprobarse en Shao y Rao
(1993), Kovacevik y Binder (1997), Kovacevik y Yung
(1997), Zheng, 2001, y Berger y Skinner (2003). Ademas,
los datos de ingresos y gastos provienen usualmente de
encuestas complejas (muestreos con probabilidades de-
siguales de tipo estratificado, con mdltiple etapas, por
conglomerados, etc), lo que también dificulta la determi-
nacion de expresiones asintoticas bajo estas situaciones.
La Gnica alternativa en estos casos es el uso de métodos
especiales para la estimacion de varianzas.

Por estas razones, proponemos el uso de técnicas al-
ternativas para la estimacion de la varianza del estimador
propuesto. En concreto, se propone la técnica bootstrap
que frecuentemente se usa en la estimacion de cuantiles,
y en particular, para la estimacion de las medidas de po-
breza. Este hecho queda justificado por los estudios ya
llevados a cabo y los cuales resumiremos brevemente a
continuacion. Puesto que el estudio empirico que lleva-
mos a cabo esta basado en algunas medidas de pobreza,
centraremos nuestra atencion a la estimacion de la varian-
za de medidas de pobreza.
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En primer lugar, notamos que en los estudios de po-
breza, la variabilidad muestral de las diferentes medidas
estimadas presentan un interés particular cuando éstas
son comparadas entre paises, a través del tiempo o entre
subgrupos dentro de un pais.

Los métodos tradicionales para aproximar la varianza
de un estimador (véase Wolter, 1985), envuelven una de
las siguientes estrategias: linealizacion de Taylor o méto-
dos de replicacion tal como bootstrap, jackknife, etc. En
los casos donde los estimadores presentan una forma
compleja (como en el caso de cuantiles), los métodos de
replicacion son preferidos por ser mas faciles de imple-
mentar, aunque para el caso de cuantiles, el clasico méto-
do jackknife da estimadores inconsistentes para la varian-
za (Kovar et al., 1988, Shao y Wu, 1989). También pueden
usarse para la estimacion de la varianza otros métodos
alternativos tal como linealizacion y técnicas residuales
(Deville, 1999). Una complicacion al aplicar el método de
linealizacion en la estimacion de cuantiles es que éste re-
quiere la estimacion de funciones de densidad de proba-
bilidad para la variable de interés.

Los métodos bootstraps estan ganando en populari-
dad en las investigaciones empiricas. Por ejemplo, en el
Instituto Estadistico de Canada se llevo a cabo un estu-
dio de simulacion para comparar la eficiencia de varios
métodos de remuestreo con respecto al método de es-
timacion de ecuaciones (véase Kovacevic, Yung y Pand-
her, 1995) en el caso de medidas de desigualdad de in-
gresos. Para algunos cuantiles, el estimador bootstrap ex-

hibia el menor sesgo relativo, mientras que el método de
estimacion de ecuaciones junto con el método bootstrap
eran los 6ptimos en el sentido de estabilidad. Estos resul-
tados confirman la ventaja al usar el método bootstrap so-
bre el resto de aproximaciones. La precision de las técni-
cas bootstrap en la estimacion de la varianza de cuantiles
obtenidos mediante estimadores de tipo razon, diferencia
y regresion ha sido discutida en Rueda, Martinez-Miranda
y Arcos (2006). Asumiendo también medidas de pobreza,
Shao y Chen (1998) también demostraron la consisten-
cia del método bootstrap para la estimacion de la varian-
za. En Bickel y Freedman (1984), Dalgleish (1995), etc,
pueden consultarse otros estudios del bootstrap y sus
propiedades en muestreo de poblaciones finitas.

3.4.5. Propiedades empiricas

En esta seccion se evalla la precision del esti-
mador propuesto junto con otros estimadores conocidos.
Ademas, se estudia la eficiencia de estos procedimientos
cuando se aplica la estimacion de cuantiles a diversas me-
didas de pobreza. El comportamiento del método boot-
strap para la estimacion de varianzas sera también ana-
lizado. Para ello, se calculan las estimaciones bootstrap
para los distintos estimadores y comparamos estos resul-
tados con los obtenidos a través de las correspondientes
expresiones para la varianza de cada estimador, en aque-
llos casos que se disponga de tales expresiones. Por sim-
plicidad, se asume muestreo aleatorio simple.

Tabla 3.12: Medidas globales medias de precision y eficiencia basadas en cuantiles de 6rdenes 3 =

0,1,0,3,0,5,0,7,0,9, y muestras de tamafio n = 500.

Varianzas bootstrap Varianzas asintoticas

Est ERM SRM|ERM SRM CIM LIM | ERM SRM CIM LIM
MA 0.86 0.25| 0.82 14.05 92.9 550.96 - - - -
MA1 0.89 0.23| 0.83 12.65 93.2 561.62 - - - -
MCPE 0.92 0.25| 0.86 8.72 929 563.18| 0.78 7.16 93.9 553.87
HK 1.00 0.26| 1.00 9.97 92.8 622.32| 1.00 9.52 94.0 616.53
r 1.04 0.23| 1.08 9.87 93.3 65458 | 1.01 3.96 93.2 646.85
d 1.05 0.25| 1.06 7.32 929 651.83| 1.02 3.67 93.3 650.31
dm 0.87 0.21| 0.81 12.17 92.7 556.01| 0.70 5.27 93.9 548.07
CD 3.58 12.44 | 0.48 10.24 17.1 436.84 - - - -

Tabla 3.13: Medidas de precision y eficiencia para la linea de bajos ingresos cuando « = 0,6, 5 = 0,5y se

toman muestras de tamafo n = 500.

Varianzas bootstrap Varianzas asintoticas

Est. ER SR | ER SR CI LI| ER SR CI LI
MA 0.70 -0.10|0.57 16.59 93.8 391.54 - - - -
MA1 0.79 -0.08 | 0.63 13.03 94.2 410.32 - - - -
MCPE 0.78 -0.11|0.65 14.87 94.0 412.62|0.53 15.81 94.8 423.94
HK 1.00 -0.24 |1.00 17.09 93.4 470.88|1.00 18.41 94.2 482.73
r 1.09 -0.00|0.98 7.77 94.6 473.71/0.81 6.97 93.8 481.26
d 111 0.01|0.97 6.40 93.8 474.52|0.87 7.45 93.8 486.03
dm 0.74 -0.07|049 7.39 93.6 388.18 |0.37 8.17 94.8 398.41
CDh 111 223|0.09 0.65 77.2 313.01 - - - -

APORTACIONES A LOS METODOS DE ESTIMACION DE PARAMETROS LINEALES Y NO LINEALES CON INFORMACION AUXILIAR 69



En este estudio se usa la poblacion ECPF1997 (véase
Apéndice A) que esta formada por los datos de ingresos y
gastos de 3000 familias extraidas de la Encuesta Continua
de Presupuestos Familiares del afio 1997. Estos datos se
han duplicado tres veces para crear una poblacion artifi-
cial de N = 9000 individuos, a partir de los cuales nos
basaremos para llevar a cabo el presente estudio de si-
mulacion. Como variable principal se han tomado los in-
gresos, mientras que como variable auxiliar se consideran
los gastos familiares.

El cumplimiento del estimador de cuantiles propues-
to y su correspondiente estimacion de la varianza obteni-
da mediante bootstrap se comparara con los estimadores
de cuantiles obtenidos a partir de las siguientes fun-
ciones de distribucion: el clasico estimador de tipo Horvitz-
Thompson , Fury(t), €l cual lo usaremos como esti-
mador de comparacion para todos los estimadores, |os es-
timadores de tipo razén y diferencia (£ (t), Fu(t), Fam(t))
propuestos en Rao et al. (1990), el estimador de Cham-
bers y Dunstan (1986), Fcp(t),y Fucre(t), el estimador
propuesto en Chen y Wu (2002). Ademas, calcularemos el
estimador modelo-asistido asumiendo un GUnico valor pre-
fijado. Esto nos permitira conocer la ganancia en precision
al usar mas de un valor prefijado.

Dado un cuantil de orden g3, el comportamiento de to-
dos los estimadores de cuantiles y sus varianzas estan
medidos por medio del Sesgo Relativo, (SR) y Eficiencia
Relativa (ER). Asi, para un determinado cuantil, Qy(ﬁ),
calcularemos

ERIQy(8)]
SRIQ,(9)] =

ECMI[Qy(B))/ECM[Qury(B)],

~

100 x (E[Q(8)) - Q(8) /Qu(B),

(3.58)
y para un estimador de la varianza, V(Q,(3)), se obten-
dra las medidas dadas por (3.58) después de sustituir
Qy(B)y Qy(B) por V(Qy(8)) y V[Qy(B)] respectivamente.
E[], ECM]] y V] son las Esperanzas Empiricas, Error
Cuadratico Medio y Varianzas basadas en 500 mues-
tras. Notamos que valores de ER[Q,(8)] Y ER[V (Qy(5))]
menores de 1 indican que Q,(3) y V(Q,(3)) son mas pre-
cisos que Qury (3) Yy V(Qury(3)), respectivamente. Asu-
miendo normalidad, también se ha obtenido la Cobertura
de los Intervalos de Confianza (CI) al 95% y la Longitud
Media de cada Intervalo (LI). Todos los estudios se han
basado en muestras de tamafio n = 500.

Notamos que la precision de cada estimador depende
directamente del cuantil que va a ser estimado. Por ejem-
plo, el estimador de Chambers y Dunstan es muy eficiente
en la estimacion de la mediana, aunque generalmente
sufre de importantes sesgos en las estimaciones a medi-
da que se estiman cuantiles mas alejados de la mediana
(véase Rao et al., 1990, Chambers et al., 1993, y Dorfman,
1993). Por este motivo, el primer estudio desarrollado in-
tenta medir la precision media global de cada estimador
a partir de los resultados obtenidos en las estimaciones
de los cuantiles de é6rdenes 3 = 0,1,0,3,0,5,0,7,0,9. Las
medidas usadas para realizar tal medicion son el Sesgo
Relativo Medio (SRM), dado por

5
SRM = £ 3" ISRIQ, ()],
=1
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la raiz cuadrada del valor medio de las medidas ER, es
decir,

5
ERM = || + 3" BRIQ,(8),
i=1

y por ultimo, los valores medios para las medidas CIy LI.
Dichas medidas se denotaran como CIM y LIM respec-
tivamente. En la Tabla 3.12 puede observarse las distintas
medidas globales para todos los estimadores. A partir de
la eficiencia relativa media, podemos comprobar que el
estimador propuesto presenta el mejor comportamiento,
seguido del estimador de diferencia 6ptimo (dm). El es-
timador de Chambers y Dunstan es el menos eficiente,
mientras que los estimadores de tipo razén y diferencia
también funcionan peor que el estimador estandar. En el
estudio de las varianzas observamos que las expresiones
asintoticas funcionan ligeramente mejor que la técnica
bootstrap, por lo que a tenor de los resultados seria acep-
table recurrir a tal procedimiento para la estimacion de la
varianza. Por (ltimo, al estimar todas las varianzas de los
estimadores mediante bootstrap, se observa que el es-
timador propuesto presenta el mejor comportamiento, al
estimar los intervalos de confianza con menor longitud y
una cobertura similar al resto de estimadores.

El siguiente paso en esta seccion es el analisis de la
eficiencia del estimador propuesto cuando se aplica a la
estimacion de medidas de pobreza. En primer lugar anali-
zamos los resultados obtenidos para la estimacion de las
lineas de bajos ingresos (Tabla 3.13) y a continuacion des-
cribiremos las conclusiones mas importantes en la esti-
macion de razones entre cuantiles para el analisis de la
desigualdad entre ingresos (Tablas 3.14 y 3.15).

En primer lugar, notamos que al tratarse de medidas
relativas, los resultados obtenidos para las lineas de bajos
ingresos en la Tabla 3.13 seran los mismos si se usaran
otros valores de «, 0 bien si se considera la propia me-
diana. Por tanto, las conclusiones que puedan extraerse
de esta tabla se podrian hacer para estos casos comenta-
dos.

En la Tabla 3.13 observamos que el estimador pro-
puesto es el mas eficiente en términos de eficiencia re-
lativa. Todos los sesgos relativos se encuentran dentro
de un rango razonable, excepto el de Chambers y Dun-
stan con un valor superior al resto, en torno al 2.23 %.
Un aspecto importante a tener en cuenta en la estimacion
de la varianza es que las estimaciones bootstrap son, en
términos generales, mas precisas que las obtenidas me-
diante las expresiones asintoticas, puesto que se obtienen
para cada estimador sesgos mas reducidos, e interva-
los de confianza menos amplios con idénticas coberturas.
Este resultado nos confirma que la técnica bootstrap es
un procedimiento 6ptimo en la estimacion de la varian-
za de la mediana, y en particular, la estimacion de la va-
rianza de las lineas de bajos ingresos. Observando las
estimaciones bootstrap podemos comprobar que el esti-
mador diferencia 6ptimo y el estimador propuesto obtiene
las mejores estimaciones para la varianza.

Las Tablas 3.14 y 3.15 nos dan las distintas medidas
de precision y eficiencia para medidas de pobreza dadas
por razones de cuantiles. De nuevo, el estimador propues-
to se muestra mas eficiente en términos de eficiencia re-
lativa. Conclusiones similares pueden derivarse de los re-
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Tabla 3.14: Medidas de precision y eficiencia parala  sultados obtenidos en la etapa de la estimacion de la va-
razon de cuantiles cuando 3; = 0,5, B2 = 0,25, y se  rianza mediante bootstrap. El estimador de Chambers y

toman muestras de tamaio n = 500. Dunstan ofrece el peor comportamiento con importantes
sobreestimaciones en la estimacion de las razones. Esto
Varianzas bootstrap se debe a que se estan estimando cuantiles alejados de

Est. ER SR| ER SR CI LI  lamediana.
MA 093 005|092 1818 936 0.8
MA1 104 0.14|1.07 17.75 952 0.19
MCPE 1.00 -0.01|1.01 14.68 93.8 0.19
HK  1.00 0.05|1.00 1591 952 0.19
r 1.62 0.34|253 14.78 94.4 0.24
d 1.65 0.29|2.16 11.45 942 0.23
dm 090 0.06|0.80 1569 93.8 0.18
CD 21.07 14.10|0.05 23.43 0.0 0.08

Tabla 3.15: Medidas de precision y eficiencia para la
razobn de cuantiles cuando 3; = 0,95, 52 = 0,2, y se
toman muestras de tamafio n = 500.

Varianzas bootstrap
Est. ER SR | ER SR CI LI
MA 093 056|101 -0.70 91.4 0.92
MAl 1466 1.70 - -82.28 914 1.06

MCPE 1.02 0.61]1.07 -3.21 91.6 0.96
HK 1.00 0.27|1.00 -3.04 91.4 0.95

r 140 095|215 0.30 926 1.14
d 138 0.72|201 -3.69 914 111
dm 103 061112 -6.12 90.8 0.95
CD 46.52 4358 - - 24 133

APORTACIONES A LOS METODOS DE ESTIMACION DE PARAMETROS LINEALES Y NO LINEALES CON INFORMACION AUXILIAR 71






4. Discusion

En este capitulo se hace una discusion conjunta de
los resultados obtenidos en todos los capitulos anteriores,
resumiendo las principales conclusiones.

4.1. Conclusiones y valoracion

de resultados

El presente trabajo se divide en dos grandes blo-
gues: estimacion bajo el método de verosimilitud empirica
(Capitulo 2) y la estimacion de cuantiles (Capitulo 3). En
estos dos capitulos se han planteado nuevos estimadores
en situaciones reales del muestreo en poblaciones finitas.

Asi, asumiendo el método de verosimilitud empirica
se han propuesto estimadores en presencia de datos
faltantes, situacion muy usual en la practica y que no
se tiene en cuenta en la mayoria de las investigaciones
por muestreo. Las aportaciones hechas en este sentido
dan una alternativa para la solucion de este problema,
puesto que se ha comprobado que puede existir una im-
portante ganancia en eficiencia en las estimaciones de los
parametros desconocidos.

En concreto, se ha usado el método de verosimilitud
empirica para estimar una media poblacional cuando en la
encuesta nos encontramos con informacion faltante tanto
en la variable de estudio como en la variable auxiliar. Se
ha asumido que la muestra puede ser seleccionada me-
diante un disefio muestral arbitrario, con probabilidades
iguales o desiguales.

El estimador propuesto se basa en una clase de
estimadores formada por un estimador de verosimilitud
empirica y por un estimador de tipo Hajek. Se han deriva-
do las propiedades asintoticas de estos estimadores y el
estimador optimo dentro de la clase propuesta en el sen-
tido de minimizar la varianza asintética.

El estimador propuesto se ha comparado con otros es-
timadores en un estudio de simulacion, donde se ha com-
probado que el estimador 6ptimo presenta el mejor com-
portamiento con respecto a sus competidores. La mayor
ganancia en eficiencia se presenta cuando el nimero de
valores perdidos es relativamente elevado y la relacion li-
neal entre la variable principal y la auxiliar es débil.

Asumiendo el método de verosimilitud empirica tam-
bién se han propuesto estimadores modelo-asistidos para
la funcién de distribucion. El estimador propuesto posee
un importante nimero de propiedades deseables. Por
ejemplo:

= Puede aplicarse facilmente a disefios muestrales
con probabilidades desiguales.
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= No es dependiente de un modelo de superpoblacion
como le ocurre por ejemplo a los estimadores
basados en modelos o a los estimadores modelo-
calibrados.

= Se establecen las condiciones para la existencia del
estimador.

= Bajo ciertas condiciones, el estimador es una ver-
dadera funcion de distribucion. Notamos que esta
propiedad no se satisface para un gran niamero de
estimadores en la literatura.

m Se satisfacen también otras propiedades impor-
tantes como la insesgadez asintotica, normalidad
asintoética, disponibilidad de un estimador de la va-
rianza, etc.

La precision del estimador propuesto se ha compara-
do mediante varias medidas con otros estimadores cono-
cidos. Estos estudios han mostrado un comportamiento
6ptimo por parte del estimador propuesto modelo-asistido.
También se ha visto que el estimador de Chambers y Dun-
stan puede llegar a ser muy eficiente cuando el modelo
en el que se basa es apropiado, aunque como se discu-
tid en Rao et al. (1990), Chambers et al. (1993) y Dorfman
(1993), este estimador cumple pobremente cuando se
tiene una mala especificacion del modelo. Un comentario
similar puede hacerse sobre el estimador de verosimilitud
empirica modelo-calibrado. Este estimador también sufre
una importante pérdida de eficiencia cuando se considera
un valor fijado alejado del punto donde va a ser estimada
la funcion de distribucion.

Otra propiedad importante que caracteriza al esti-
mador propuesto es el uso eficiente que se hace de la
informacion auxiliar: por un lado porque pueden usarse
multiples variables auxiliares en la etapa de estimacion, y
por otro porque se usan un conjunto de valores prefijados
gue poseen una buena distribucion y ayudan a mejorar
la estimacion de la funcion de distribucion, especialmente
en las proximidades de algunos de estos puntos. Recor-
damos también que el hecho de considerar t, y x como
valores fijados hacen que los pesos p; sean independien-
tes de t y puedan establecerse mejores propiedades para
el estimador propuesto.

En conclusion, el método de verosimilitud empirica
modelo-asistido es una aproximacion practica y simple
que incorpora facilmente informacion auxiliar en la esti-
macion de la funcion de distribucion. Este estimador pre-
senta un buen cumplimiento y puede ser una alternativa
valida a otros estimadores de la funcion de distribucion.

El estudio de la estimacion de cuantiles se ha llevado
a cabo en el Capitulo 3. Los aportes a la teoria de la es-
timacion de cuantiles se han centrado en tres aspectos:

73



estimacion en muestreo bifasico, estimacion en muestreo
con dos ocasiones sucesivas y estimacion usando el co-
mentado método de verosimilitud empirica.

La mayoria de los procedimientos de muestreo que
usan informacion auxiliar se basan en estimadores que re-
quieren el uso de variables conocidas a nivel poblacional,
siendo este hecho poco frecuente en la practica. Una solu-
cion a este problema se presenta con la aplicacion de un
muestreo bifasico. Por tanto, el problema de la estimacion
de cuantiles basados en informacion auxiliar queda re-
suelto con los estimadores propuestos en este sentido.
Con el fin de obtener unas estimaciones mas precisas
en poblaciones heterogéneas, con una posible distribu-
cion en grupos homogéneos, también se han propuesto
estimadores para cuantiles en muestreo bifasico y usan-
do un muestreo estratificado en la muestra de la primera
fase.

Asumiendo muestreo bifasico bajo cualquier método
de extraccion de unidades en cada una de las dos fa-
ses, se han propuesto estimadores de tipo razon y ex-
ponencial. Se ha demostrado la insesgadez de estos es-
timadores y se han proporcionado expresiones para sus
varianzas. Estos resultados nos han servido para poder
obtener un estimador 6ptimo en el estimador de tipo ex-
ponencial. Bajo distintos esquemas de muestreo y varios
estudios de simulacion, se ha comprobado que los esti-
madores propuestos pueden obtener estimaciones mas
precisas que el resto de estimadores existentes en la li-
teratura.

Los estimadores propuestos en muestreo bifasico,
cuando se usa un muestreo estratificado en la primera
fase, estan basados en un estimador eficiente para
la funcion de distribucion. Se han establecido varias
propiedades para este estimador de la funcion de dis-
tribucion, por lo que el estimador propuesto para cuan-
tiles posee mejores propiedades. Los resultados teoricos
y empiricos que se han llevado a cabo han demostrado
que el estimador propuesto puede proporcionar resulta-
dos 6ptimos en este esquema de muestreo.

El muestreo en ocasiones sucesivas es una técnica
muy conocida que puede usarse en encuestas continuas
para estimar parametros poblacionales y medidas de dife-
rencia o cambio de una variable de interés. Las encuestas
de tipo econdmico o social llevadas a cabo por la agen-
cias nacionales y otros organismos estadisticos usan este
disefio muestral, y la estimacion de cuantiles es un pro-
blema comdn en la mayoria de estos estudios. Dentro
del muestreo en dos ocasiones sucesivas se han plantea-
do estimadores desde dos perspectivas bastantes usadas
dentro del muestreo en poblaciones finitas: asumiendo
multiples variables auxiliares y bajo disefios muestrales
probabilisticos con probabilidades desiguales.

Asumiendo multiples variables auxiliares y muestreo
aleatorio simple en cada una de las dos ocasiones, se ha
propuesto una clase de estimadores para cuantiles basa-
dos en un estimador de tipo razbn multivariante y cons-
truido a partir de la informacion obtenida en la parte sola-
pada. Bajo la clase propuesta se ha obtenido la expre-
sion del estimador 6ptimo en el sentido de minima va-
rianza asintotica. El estimador propuesto posee un buen
namero de propiedades deseables, tal como normalidad
asintotica, disponibilidad de la varianza del estimador,
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simplicidad de computacion, etc. En los estudios empiri-
cos y tedricos que se han llevado a cabo, el estimador se
muestra mas preciso que otros estimadores conocidos.
Por otro lado, asumiendo disefios muestrales con pro-
babilidades desiguales en cada ocasion se ha propuesto
un estimador compuesto por un estimador de tipo razén
(en la porcion solapada por ambas muestras) y otro de
tipo Hajek (en la parte no solapada de la muestra mas
reciente). El estimador propuesto es facil de computar y
se ha mostrado bastante preciso en los estudios de si-
mulacion. Asumiendo muestreo aleatorio simple en cada
una de las dos ocasiones, se ha obtenido la normalidad
asintotica del estimador, la cual nos sirve, por ejemplo,
para construir intervalos de confianza para los cuantiles.
Por Gltimo, se han propuesto estimadores para cuan-
tiles desde una perspectiva modelo-asistida y consideran-
do el método de verosimilitud empirica. La aplicacion de
estos estimadores a la estimacion de algunas medidas de
pobreza también ha sido analizada. Se ha propuesto usar
la técnica bootstrap para la estimacion de la varianza de
los estimadores propuestos. La precision de todos estos
procedimientos nuevos ha sido confirmada en estudios de
simulacion y para el problema de la estimacion de cuan-
tiles y medidas de pobreza usadas por numerosos orga-
nismos de estadistica internacionales y de varios paises.
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A. Descripcion de poblaciones finitas

En este apéndice se detallan las distintas poblaciones
gue han sido usadas en este trabajo con objeto de estu-
diar el comportamiento de los estimadores propuestos y
Su precision con respecto a otros estimadores existentes
en las literatura. Notamos que las poblaciones basadas en
datos reales han sido utilizadas por otros autores en dife-
rentes estudios de simulacion, siendo estas poblaciones
apropiadas para el estudio del comportamiento de esti-
madores en muestreo de poblaciones finitas. Las pobla-
ciones que han sido simuladas siguen los modelos pro-
puestos por otros autores, o bien, se han simulado de
manera que pueda ser posible la extraccion de muestras
en los disefios muestrales mas complejos que han sido
tratados en este trabajo. De esta forma, se dispone de
una estructura de datos apropiada para la obtencion de
tanto los estimadores propuestos como del resto de esti-
madores existentes en la literatura.

A.1l. Poblaciones naturales

A.1.1. Faml1500

Esta poblacion consta de N = 1500 familias de An-
dalucia y fue usada por primera vez por Fernandez y Ma-
yor (1994). Numerosos estudios posteriores (por ejemplo,
Rueda et al., 2006a, 2006b, Rueda y Gonzalez, 2004,
etc.) han usado esta poblacion en sus estudios de si-
mulacion. La caracteristica de interés, y, son los gastos
de alimentacion, mientras que las variables auxiliares z
y x2 Son, respectivamente, los ingresos familiares y otros
gastos. En la Tabla A.1 puede consultarse informacion adi-
cional sobre las variables de la poblacion Fam1500, mien-
tras que la Figura B.31 muestra los diagramas de disper-
sion correspondientes a dichas variables.

A.1.2. Counties

Las poblaciones Counties60 y Counties70 son pobla-
ciones habitualmente usadas en muestreo de poblaciones
finitas. Fueron usadas por primera vez en Royall y Cum-
berland (1981). Posteriormente, se ha usado en nu-
merosos trabajos, como por ejemplo en Valliant et al.
(2000). La poblacion Counties60 consta de N = 304 ciu-
dades de Carolina del Norte, Carolina del Sur y Georgia
con menos de 100000 hogares en el afio 1960. La va-
riable y es la poblacion de cada ciudad, excluyendo los
barrios de grupos de residentes. Como variable auxiliar,
x, se tiene el nimero de hogares en 1960.

Por otro lado, la poblacion Counties70 esta formada
por la variable de interés y que denota la poblacion de
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304 ciudades de Carolina del Norte, Carolina del Sur y
Georgia con menos de 100000 hogares en el afio 1970,
excluyendo los barrios de grupos de residentes y por las
variables auxiliares z1 y x2, que coinciden con las varia-
bles z e y, respectivamente, de la poblacion anterior.

Los datos de esta poblacion pueden descargarse de:

ftp://ftp.wiley.com/public/sci_tech_med/finite_populations

Ademas, un breve resumen descriptivo de estas
poblaciones puede consultarse en las Tablas A.2 y A.3.
La Figura B.32 nos da los diagramas de dispersion entre
las distintas variables de estas poblaciones. Puede obser-
varse que estas poblaciones exhiben una mejor relacion li-
neal entre las variables que la poblacion Fam1500, lo que
nos ha permitido comprobar en los distintos estudios el
grado de ganancia en precision en funcion de una mayor
o menor relacion lineal entre la variable principal y las au-
xiliares.

A.1.3. Hospitals

Esta poblacion es una muestra nacional de hospitales
en Estados Unidos. Esta muestra también fue considera-
da como una poblacion en los estudios llevados a cabo
por Royall y Cumberland (1981) y Valliant et al. (2000). El
tamafio poblacional es de N = 393 hospitales de corta es-
tancia con menos de 1000 camas, la variable de interés,
y, s el nimero de pacientes dados de alta, mientras que
la variable auxiliar es el nimero de camas que dispone el
hospital.

El resumen descriptivo de las variables de esta
poblacion puede consultarse en la Tabla A.4. El diagrama
de dispersion dado por la Figura B.33 nos permite pro-
fundizar en la estructura que presentan los datos de las
variables de la poblacion Hospitals.
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Tabla A.1: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Fam1500

V. Min Q1 Me Media Qs Max Cv Pyz

Y 5045 7358 8136 8181.94 8941 11795 0.14
1 | 30052 36660 40200 40283.96 43700 55379 0.12 0.848
ry | 2116 3515 4001  4044.40 4538 6990 0.19 0.546

Tabla A.2: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Counties60

V. Min Q1 Me Media Q3 Max Cv Pyz
1876 9787 18330 32916 38690 266623 1.24
x 482 2502 4886 8931 10410 76887 1.30 0.998

<

Tabla A.3: Andlisis descriptivo para las variables de la poblacion Counties70

[ V. Min Q1 Me Media Qs Max  Cv Dy
y 1924 9613 19080 36984 42560 409644 1.38
T 482 2502 4886 8931 10410 76887 1.30 0.982
ro | 1876 9787 18330 32916 38690 266623 1.24 0.982

Tabla A.4: Andlisis descriptivo para las variables de la poblacion Hospitals

V.| Min @ Me Media Q3 Max Cv Pyz
14 311 713 814.65 1186 2844 0.72
x 1 102 233 27470 393 986 0.78 0.911

<
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A.1.4. Murthy

La poblacion Murthy es apropiada para observar el
efecto de una mala especificacion de un modelo de super-
poblacion en los estimadores, y poder proporcionar, por
tanto, una indicacion de la robustez de tales estimadores.
Esta poblacion consta de 80 fabricas donde la variable de
interés, y, es la produccion, y como variable auxiliar, z, se
ha considerado el nimero de trabajadores. Esta poblacion
se uso previamente en Murthy (1967), Kuk y Mak (1989) y
Kuk y Mak (1994).

En la Figura B.34 puede comprobarse que una
hipotesis de linealidad no seria valida para las variables de
esta poblacion. Un estudio mas exhaustivo sobre las ca-
racteristicas de las variables de la poblacion Murthy puede
obtenerse a partir de la Tabla A.5.

A.1.5. Turismos

Esta poblacion se ha obtenido a partir del nGmero de
turismos recogidos en los afios 2002 y 2003 por el Instituto
de Estadistica de Andalucia en los distintos municipios de
Andalucia. Estos datos pueden descargarse en la pagina
web del Instituto de Estadistica de Andalucia:

http:\ \www.juntadeandalucia.es\ institutodeestadistica

Por tanto, La poblacion Turismos esta formada por el
namero de turismos en N = 770 municipios de Andalucia.
La variable principal, y, es el nimero de turismos por mu-
nicipio en el afio 2003. Se dispone de cuatro variables au-
xiliares: x1, x2, x3 Y x4 que corresponden al nmero de
turismos en el afio 2002 con capacidad cilindrica de clase
1, 2, 3y 4, respectivamente.

El objetivo que tiene el uso de esta poblacion es com-
probar la ganancia en eficiencia de las estimaciones cuan-
do se aumenta de manera paulatina el nimero de varia-
bles auxiliares.

En el analisis descriptivo de la Tabla A.6 se muestran
las caracteristicas mas importantes de las variables de la
poblacion Turismos. En estas variables destaca la presen-
cia de una alta asimetria y una importante variabilidad en
los datos, como reflejan los correspondientes coeficientes
de variacion. Los diagramas de dispersion asociados a es-
tas variables estan disponibles en la Figura B.35.

A.1.6. ECPF1997

La Gltima poblacion natural que se ha considerado
en este trabajo se corresponde con los datos muestrales
procedentes del primer trimestre del afio 1997 de la En-
cuesta Continua de Presupuestos Familiares (ECPF).
Veéase Instituto Nacional de Estadistica (1992) para una
consulta detallada de la metodologia. Esta poblacion ha
sido también analizada en Fernandez et al. (2004).

Notamos que el objetivo de esta encuesta es propor-
cionar estimaciones acerca de los gastos de consumo y
de los ingresos para el conjunto nacional, segn varias va-
riables de clasificacion. La poblacion consta de N = 3000
hogares espafioles, donde se ha considerado que la va-
riable de interés, y, son los ingresos totales trimestrales
por hogar (en euros), mientras que los gastos trimestrales
por hogar (en euros) sera la variable auxiliar.
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El correspondiente analisis descriptivo de las variables
de esta poblacion esta dado por la Tabla A.7. Observamos
que en este caso no existe una fuerte relacion lineal entre
la variable principal y la auxiliar. Este hecho es frecuente
entre datos correspondientes a variables tales como ingre-
s0s 0 gastos, donde la alta presencia de valores extremos
habitualmente dificulta la interpretacion de algunas medi-
das como la media.

En cualquier caso, el objetivo al usar esta poblacion
es comprobar el comportamiento real de distintos esti-
madores en situaciones donde no pueda aceptarse una
fuerte relacion lineal entre las variables. En la Figura B.36
se muestra el correspondiente diagrama de dispersion.

A.2. Poblaciones simuladas

A.2.1. Pop06, Pop07, Pop08y Pop09

Paralelamente a Wu y Sitter (2001), se han genera-
do cuatro poblaciones de N = 2000 unidades median-
te muestras independientes e idénticamente distribuidas
mediante el modelo

y=~00+ 01z +e, (A.1)

donde x ~ Gamma(1,1), e ~ N(0,0%)y 8y = 61 = 1. Es-
tas poblaciones se han generado escogiendo diferentes
valores de o2, de modo que los coeficientes de correlacion
entre y y x estan dados por 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9. Las pobla-
ciones se han llamado Pop06, Pop07, Pop08 y Pop09, res-
pectivamente. La Figura B.37 muestra los diagramas de
dispersion de estas poblaciones, mientras que los distin-
tos estudios descriptivos estan dados por las Tablas A.8,
A9 ,A10yA.11.

A.2.2. Pob098y Pob080

Por Gltimo, se han generado dos poblaciones (Pob098
y Pob080) de tamafio N = 1000 mediante el modelo

yi = 0o + 0121 + O2x2; + €4, (A.2)

donde 6p = 61 = 02 = 1y las variables z1; y z2; Se
han generado de distribuciones Gamma con parametros
de forma y escala dados por 4 y 1, respectivamente.
Las cantidades ¢; son variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas con distribucion Normal
de parametros 0 y o2. El valor de o2 se ha selecciona-
do de modo que el coeficiente de correlacion entre y; e
Ui = 0o + 0121, + O222; €s 0.98 para la primera poblacion
(Pob098) y 0.80 para la segunda poblacion (Pob080). Los
analisis descriptivos de estas poblaciones estan dados por
las Tablas A.12 y A.13, mientras que los diagramas de dis-
persion los encontramos en las Figuras B.38 y B.39.
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Tabla A.5: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Murthy

. Min Q1 Me Media Qs Max Cv
y | 1176 3727.0 5105 5183.0 6754.0 9250 0.35
zl 51 86.5 148 285.1 4453 1095 0.94 0.915

Pyx

Tabla A.6: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Turismos

V. | Min Q1 Me Media Q3 Max Cv Pyz
y 11 343.3 894.0 3967.8 24835 308738 4.23

1 5 73.0 176.5 810.2 464.0 61176 4.41 0.994
T 4 101.0 263.0 1313.7 749.3 111977 4.55 0.998
T3 1 123.0 338.0 1373.1 957.5 102710 4.04 0.998
T4 0 22.0 61.0 295.9 174.8 24023 4.26 0.961

Tabla A.7: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion ECPF1997

84

V. Min Q1 Me Media Qs Max Cv Pya
y | 240.4 2745 4037 4660 5842 61320 0.67
z | 107.6 2609 3845 4527 5654 27730 0.66 0.594

Tabla A.8: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Pop06

V. Min O

Me

Media Q3 Max CVv  pya

y | -2.4588 0.87 1.93
z | 0.0008 027 0.66

198 296 9.33 0.81
09 132 810 1.03 0.6

Tabla A.9: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Pop07

V. Min Q1 Me Media Q3 Max CV  pye
y | -2.349 1.02 1.88 2.00 2.86 10.03 0.71
z | 0.001 0.30 0.70 099 136 822 098 0.7

Tabla A.10: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Pop08

V. Min Q1

Me

Media Qs Max CV  pyx

y | -2.243 115 1.81
x | 0.001 0.25 0.67

199 263 854 0.64
098 134 736 1.04 0.8

Tabla A.11: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Pop09

V. Min Ql

Me

Media Q3 Max Cv  pya

-0.374 123 1.73
0.002 0.29 0.67

196 243 11.80 0.57
098 1.33 1051 1.02 0.9
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Tabla A.12: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Pob098

V. Min Q1 Me Media Q3 Max Cv  pye
y | -0.207 5.07 7.33 799 997 2565 0.52

z7 | 0.003 0.90 2.26 3.08 437 2232 096 0.71
xo | 0.081 1.80 3.17 385 534 1755 0.72 0.67
7 1.615 497 7.23 793 10.03 25.08 0.51 0.98

Tabla A.13: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Pob080

V. Min Q1 Me Media Qs Max Cv  pye
y | -0.097 6.61 8.69 8.89 11.00 19.98 0.37

x; | 0.480 246 3.67 398 515 11.86 0.50 0.60
xo | 0417 254 3.59 3.89 500 1220 0.48 0.53

~

Y 3.316 6.88 8.65 8.87 10.47 20.84 0.30 0.80
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B. Representaciones graficas



Figura B.1: Eficiencia Relativa para los estimadores 74, (Pemle 1), 755 (Pemle 12), ﬁpan,,t (Alpha opti-
MO), Y g, (Regresion) y g5 (Toutenburg 3). Se toman muestras de tamafio n = 200.

p=10 p=45 p=80

Pop06

Pop07

Pop08

Pop09

Pemle 1
—————————— Pemle 12 ======-=====s Regresion
trirninsnn oo Alpha optimo = = —— — — Toutenburg 3

Figura B.2: Eficiencia Relativa para los estimadores 74, (Pemle 1), 752 (Pemle 12), ipEam (Alpha opti-
mo), Y., (Regresion) y 5, (Toutenburg 3). Se considera la poblacion Fam1500 y muestras de tamafio
n = 150.

Variable usada p=10 p=40 p=70
x1
x2
Pemle 1
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ Pemle 12 =s========== Regresion
i Alphaoptimo | | e— e— — — — Toutenburg 3
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Figura B.3: Eficiencia Relativa para los estimadores 55, (Pemle 1),

n = 100.

—AB
YPE

(Pemle 12), Ypp,,, (Alpha Opti-
MO), Yrey (Regresion) y 55 (Toutenburg 3). Se considera la poblacion Hospitals y muestras de tamafio

Figura B.4: Sesgo Relativo para los estimadores 35, (Pemle 1),

gAC (estandar), Urey (Regresion) y g5 (Toutenburg 3). Se toman muestras de tamafio n = 200.
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Figura B.5: Sesgo Relativo para los estimadores 74, (Pemle 1), 732 (Pemle 12), ipEam (Alpha 6ptimo),
gAC (estandar), Urey (REQresion) y g5 (Toutenburg 3). Se considera la poblacion Fam1500 y muestras de
tamafio n = 150.
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Figura B.6: Sesgo Relativo para los estimadores 74 (Pemle 1), 742 (Pemle 12), fPanm (Alpha 6ptimo),
y¢ (estandar), UReg (Regresion) y 55 (Toutenburg 3). Se considera la poblacién Hospitals y muestras de
tamafio n = 100.
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Figura B.7: Eficiencia Relativa de distintos estimadores en las poblaciones Pob098 y Pob080.
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Figura B.8: Eficiencia Relativa de distintos estimadores en la poblacion Murthy.
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Figura B.10: Eficiencia Relativa Media de distintos estimadores en las poblaciones Pob098, Pob080 y

Murthy.
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Figura B.11: Diagramas de cajas con bigotes de las Desviaciones Absolutas Medias de distintos esti-
madores en las poblaciones Pob098 (con n = 100), Pob080 (con n = 100) y Murthy (con n = 50).

Figura B.12: Eficiencia Relativa para la poblaciobn Fam1500 y bajo el disefio muestral Mas.Midzuno. n’ =

150.
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Figura B.13: Eficiencia Relativa para la poblacion Fam1500 y bajo el disefio
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Figura B.14: Eficiencia Relativa para la poblacion Counties y bajo el disefio muestral Mas.Midzuno. n’ =
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Figura B.15: Eficiencia Relativa para la poblacion Counties y bajo el disefio
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Figura B.16: Sesgo Relativo en porcentaje para la poblacion Fam1500 cuando x1 se usa como variable
auxiliar y x2 para asignar probabilidades. n’ = 150.
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Figura B.17: Sesgo Relativo en porcentaje para la poblacion Counties cuando x1 se usa como variable
auxiliar y x2 para asignar probabilidades. Los valores SR para el estimador directo en (**) son mayores de
97.6%, 74.6% y 21.5% para 5 = 0,25,0,5 y 0.75, respectivamente, y estan omitidos. n’ = 150.
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Figura B.18: Ratios Teoricos entre la varianza del estimador 6ptimo propuesto y la varianza del estimador

estandar bajo la poblacion Counties y el cuantil de orden 3 = 0,5.
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Figura B.19: Ratios Teoricos entre la varianza del estimador 6ptimo propuesto y la varianza del estimador
estandar bajo la poblacion Turismos y el cuantil de orden 5 = 0,5.
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Figura B.20: Eficiencia Relativa para los estimadores 6ptimo propuesto y estandar en la poblacion Counties
y para el cuantil de orden 5 = 0,5.
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Figura B.21: Eficiencia Relativa para los estimadores 6ptimo propuesto y estandar en la poblacion Turismos
y para el cuantil de orden 5 = 0,5.
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Figura B.22: Evolucion de los valores W,,, usados por el estimador optimo propuesto en la poblacion
Counties y para el cuantil de orden g = 0,5.
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Figura B.23: Evolucion de los valores W,,, usados por el estimador optimo propuesto en la poblacion

Turismos y para el cuantil de orden § = 0,5.
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Figura B.24: Eficiencia Relativa para el disefio muestral SM S.
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Figura B.25: Eficiencia Relativa para el disefio muestral M SS.
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Figura B.26: Eficiencia Relativa para el disefio muestral M M M.
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Figura B.27: Sesgo Relativo para el disefio muestral SM S.
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Figura B.28: Sesgo Relativo para el disefio muestral M SS.
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Figura B.29: Sesgo Relativo para el disefio muestral M M M.
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Figura B.30: Diagrama de caja con bigotes para los valores de los distintos estimadores. Se asume el
disefio muestral SM Sy tamafios muestrales n’ = 75y n = 50.
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Figura B.31: Diagramas de dispersion de la poblacion Fam1500
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Figura B.32: Diagramas de dispersion de las poblaciones Counties70 y Counties60.
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Figura B.33: Diagrama de dispersion de la poblacion Hospitals.
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Figura B.35: Diagramas de dispersion de la poblacion Turismos.
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Figura B.34: Diagrama de dispersion de la poblacion Murthy.
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Figura B.36: Diagrama de dispersion de la poblacion ECPF1997.
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Figura B.37: Diagramas de dispersion de las poblaciones Pop06, Pop07, Pop08 y Pop09
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Figura B.38: Diagramas de dispersion de la poblacion Pob098
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Figura B.39: Diagramas de dispersion de la poblacion Pob080

20 7
15 1
>10 1
5
0
0 2 4 6 8
X1

20

15

>10

10

12

20

15

>10

APORTACIONES A LOS METODOS DE ESTIMACION DE PARAMETROS LINEALES Y NO LINEALES CON INFORMACION AUXILIAR

12




	Índice
	1. Introdución
	2. El método de verosimilitud empírica
	3. Aportaciones a la estimación de cuantiles
	4. Discusión
	5. Bibliografía
	A. Descripción de poblaciones finitas
	B. Representaciones gráficas



